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A # 简介 


本 书 的 主旨 是 利用 调和 分 析 的 现代 理论 (特别 是 Fourier RAAT Al eek 
数 空间 的 Littlewood-Paley 刻画 、Fourier hs 竹 波 动 方程 的 运 
定性 与 散射 理论 . 除了 第 一 版 中 涉及 的 在 共 形 变换 或 其 他 变换 群 下 的 不 变量 、 经 
典 Morawetz 估计 、Strichartz 估计 、 非 线 Seah RAS EDN AE MH 与 唯一 性 、 光 
滑 解 与 能 量 解 的 适 定性 、 临 界 波 方 程 的 散射 性 理论 之 外 , 在 第 二 版 中 增加 了 如 下 
两 个 方面 的 内 容 : 其 一 是 采用 时 空乘 子 方法 结合 加 权 的 Sobolev-Hardy 型 不 等 式 ， 
建立 不 依赖 于 非 线性 项 及 空间 维 数 的 Morawetz 型 估计 , 通过 能 量 的 局 部 化 及 线 
性 波 的 分 离 、Bourgain 的 能 量 归纳 技术 , 证 明了 临界 及 次 临界 Klein-Gordon 方程 
的 散射 性 理论 ; 其 二 是 对 于 具 双 Schrödinger 结构 的 高 阶 Klein-Gordon 方程 ( 即 
Beam JE, 它 的 特点 是 既 没 有 有 限 传播 速度 , 也 没有 独立 的 质量 守恒 ), 通过 引 
人 不 同形 式 的 容许 关系 ,建立 局 部 与 整体 的 Strichartz 估计 . 利用 Tao 的 频率 局 部 
化 方法 建立 广义 的 几乎 有 限 传 播 速度 , 进而 建立 高 阶 Klein-Gordon 方 程 能 量 散 射 
理论 . 本 书 的 特点 是 将 调和 分 析 方 法 与 现代 数学 物理 方法 有 机 结合 , 反映 这 一 核 
心 数学 领域 的 最 新 研究 成 果 与 研究 进展 , 特别 是 利用 Bourgain 的 能 量 归 纳 技术 
与 Tao 的 频率 局 部 化 方法 , 给 出 了 非 线 性 波动 方程 、Klein-Klein 型 方程 ( 含 高 阶 情 
形 ) 的 经 典 研 究 的 统一 处 理 . 

本 书 可 供 理工 科 院 校 数学 、 应 用 数学 专业 的 高 年 级 大 学 生 、 研 究 生 、 教 师 以 
及 相关 的 科技 工作 者 阅读 参考 . 
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《现代 数学 基础 从 书 》 序 


对 于 数学 研究 与 培养 青年 数学 人 才 而 言 , 书籍 与 期 刊 起 着 特殊 重要 的 作 
H. 许多 成 就 审 越 的 数学 家 在 青年 时 代 都 曾 钻研 或 参考 过 一 些 优 秀 书籍 ， 从 中 汲 
REF, 获得 教 益 . 

20 世纪 70 年 代 后 期 , 我 国 的 数学 研究 与 数学 书刊 的 出 版 由 于 “文化 大 革命 ” 
的 浩 动 已 经 被 破坏 与 中 断 了 10 余年, 而 在 这 期 间 国 际 上 数学 研究 却 在 迅猛 地 发 
RE. 1978 年 以 后 , 我 国 青 年 学 子 重新 获得 了 学 习 、 钻 研 与 深造 的 机 会 .当时 他 
们 的 参考 书籍 大 多 还 是 50 年 代 甚至 更 早期 的 著述 ， 据 此 ， 科 学 出 版 社 陆续 推出 
了 多 套数 学 从 书 , 其 中 《纯粹 数学 与 应 用 数学 专著 》 从 书 与 《现代 数学 基础 从 书 》 
更 为 突出 , 前 者 出 版 约 40 卷 , 后 者 则 逾 80 卷 . 它们 质量 甚 高 , 影响 颇 大 , 对 我 国 
数学 研究 、 交 流 与 人 才 培 养 发挥 了 显著 效用 . 

《现代 数学 基础 丛书 》 的 宗旨 是 面向 大 学 数学 专业 的 高 年 级 学 生 、 研 究 生 以 
及 青年 学 者 ， 针 对 一 些 重要 的 数学 领域 与 研究 方向 ， 作 较 系 统 的 介绍 . PER 
领域 的 基础 知识 ,又 反映 其 新 发 展 , 力求 深入 浅 出 , 简明 扼要 , 注重 创新 . 

近年 来 ,数学 在 各 门 科 学 、 高 新 技术 、 经 济 、 管 理 等 方面 取得 了 更 加 广泛 与 
深入 的 应 用 , 还 形成 了 一 些 交 又 学 科 . 我 们 希望 这 套 从 书 的 内 容 由 基础 数学 拓展 
到 应 用 数学 、 计 算数 学 以 及 数学 交 又 学 科 的 各 个 领域 . 

这 套 从 书 得 到 了 许多 数学 家 长 期 的 大 力 支 持 , 编辑 人 员 也 为 其 付出 了 艰辛 的 
AN. 它 获得 了 广大 读者 的 喜爱 . 我 们 诚挚 地 希望 大 家 更 加 关心 与 支持 它 的 发 展 ， 
使 它 越 办 越 好 ,为 我 国 数学 研究 与 教育 水 平 的 进一步 提高 做 出 贡献 . 


杨 乐 
2003 年 8 月 


第 二 版 序言 


本 书 的 主 则 是 利用 调和 分 析 的 现代 理论 (特别 是 Fourier 限制 型 估计、 可 微 函 
数 空间 的 Littlewood-Paley 刻画 、Fourier 局 部 化 技术 等 ) 研究 非 线性 波动 方程 的 适 
定性 与 散射 理论 . 内 容 主要 涉及 下 面 几 个 部 分 : 

，(1) 第 1~4 章 、 第 7 章 保 持 了 第 一 版 第 1 ~ 5 章 的 写作 风格 与 基本 内 容 , 但 对 
其 进行 了 认真 的 修改 , 并 增加 了 一 些 注 记 , 以 反映 这 些 内 容 的 最 新 进展 及 方便 读者 
的 阅读 (这 已 经 得 到 了 专家 与 读者 的 好 评 )， 主要 内 容 是 研究 在 共 形 变换 或 其 他 变 
换 群 下 的 不 变量 、 经 典 Morawetz 估计 , 借助 于 Strichartz 估计 研究 非 线 性 波动 方 
程 弱 解 的 正则 性 与 唯一 性 、 光 滑 解 与 能 量 解 的 适 定 性 、 临 界 波 方程 的 散射 性 理论 、 
非 线 性 Klein-Gordon 型 方程 解 的 局 部 衰减 性 与 低 正则 性 , 其 中 用 乘 子 方法 详细 讨 
论 有 关 波 动 方 程 在 共 形变 换 或 其 他 变换 群 下 的 不 变量 是 同类 专著 中 所 没有 的 , CE 
研究 散射 理论 中 的 重要 性 也 充分 体现 了 本 书 的 特色 . 

(2) 近年 来 , 非 线性 Klein-Gordon 方程 的 散射 性 理论 取得 了 重要 进展 , 特别 是 
Fields 奖 得 主 Bourgain 与 Tao 的 工作 . 因此 ， 用 全 书 三 分 之 一 强 的 篇 幅 (第 5, 6 
章 ) 着 重 讲解 Bourgain 的 新 方法 并 用 此 统一 处 理 临 界 及 次 临界 Klein-Gordon 方 
程 的 散射 性 理论 . 采用 时 空乘 子 方法 与 加 权 的 Sobolev-Hardy 型 不 等 式 , 建立 不 依 
赖 于 非 线 性 项 及 空间 维 数 的 Morawetz 估计 , 再 结合 Eb 量 的 局 部 化 及 线性 波 的 分 
BS. Bourgain 的 能 量 归 纳 技 术 , 证 明了 临界 及 次 临界 Klein-Gordon 方程 的 散射 性 
理论 与 低 维 空间 中 Klein-Gordon 方程 (n < 2) 的 散射 性 理论 . 

(3) 具 双 Schrédinger 结构 的 高 阶 Klein-Gordon 方程 (第 8 章 , 占 全 书 近 五 分 之 
一 )， 即 具有 鲜明 物理 意义 的 梁 方 程 (beam equation), 其 特点 是 既 没 有 有 限 传播 速 
度 , 也 没有 独立 的 质量 守恒 , 在 数学 研究 上 具有 很 大 的 挑战 性 . 通过 引入 不 同形 式 
的 容许 关系 , 建立 局 部 与 整体 的 Strichartz 估计 , 在 此 基础 上 首先 建立 整体 适 定性 
理论 . 对 于 散射 性 理论 , 除了 利用 Bourgain 的 能 量 归 纳 技术 之 外 , 还 必须 采用 Tao 
的 频率 局 部 化 方法 建立 广义 的 几乎 有 限 传播 速度 , 进而 达到 高 阶 Klein-Gordon 方 
程 能 量 散 射 的 目标 . 这 部 分 内 容 综合 利用 了 物理 空间 与 频率 空间 的 局 部 化 技术 , 充 
分 体现 了 现代 调和 分 析 特 别 是 Littlewood-Paley 理论 在 现代 数学 物理 研究 的 重要 
作用 . . 

与 第 一 版 相 比 , 第 二 版 的 篇 幅 是 其 两 倍 , 其 基本 特点 就 是 将 调和 分 析 方 法 与 现 
代数 学 物理 方法 有 机 的 结合 ,， 反映 了 这 一 核心 数学 领域 的 最 新 研究 成 果 与 研究 进 
Fe, 特别 是 利用 Bourgain 的 能 量 归纳 技术 与 Tao 的 频率 局 部 化 方法 , 给 出 了 非 线 


‘iv: 第 二 版 序言 


性 波动 方程 、 非 线性 Klein-Gordon 方程 的 经 典 研究 的 统一 处 理 . 本 书 的 内 容 是 作 
者 近年 来 在 香港 中 文大 学 数学 科学 研究 所 、 中 国 科 学 院 晨 兴 数 学 中 心 、 北 京 大 学 、 
南 束 大 学 和 中 国 科 技 大 学 主办 的 教育 部 数学 研究 生 暑期 学 校 、 北 京 应 用 物理 与 计 
算数 学 研究 所 等 授课 讲稿 的 基础 上 , 经 认真 修改 与 增删 而 成 . 作者 不 仅 致力 于 数学 
内 容 的 深刻 性 与 数学 主题 的 主流 性 , 而 且 强 调 其 数学 思想 性 , 无 论文 字 讲解 还 是 数 
学 推导 都 非常 详尽 , 可 以 帮助 读者 很 快 进入 这 一 领域 研究 的 前 沿 . 鉴于 国内 这 方面 
研究 尚 属 起 步 阶段 , 而 在 国际 上 则 属于 莲 勃 发 展 的 核心 研究 领域 之 一 , 相信 本 书 的 
出 版 , 将 帮助 国内 年 轻 的 学 者 很 快 进入 这 一 领域 的 研究 前 沿 , 经 过 刻苦 努力 , 做 出 
一 些 国 际 上 有 影响 的 工作 , 为 中 国 成 为 世界 数学 强国 做 出 贡献 


作 者 
2009 年 3 月 于 北京 


第 一 版 序言 


本 书 是 以 作者 2003 年 在 北京 大 学 所 作 的 数学 特别 讲座 为 基础 , 经 过 增删 整理 
而 成 . 作者 试图 用 不 太 长 的 篇 幅 , 给 出 研究 非 线性 波动 方程 的 一 些 基本 工具 与 方法 
特别 是 与 调和 分 析 、 变 分 原理 及 现代 物理 密切 相关 的 方法 与 技术 . 鉴于 上 述 理由 ， 
去 反 了 作者 原来 在 特别 数学 讲座 中 有 关 Schrödinger 方程 、 三 代 Calderén-Zygmund 
奇异 积分 算 子 与 Lip 边界 上 的 椭圆 边 值 问题 等 内 容 , 增加 了 作者 在 香港 中 文大 学 数 
学 研究 所 所 作 的 共 形 变换 、 乘 子 方法 、Lagrange 方法 及 其 在 波动 方程 中 的 应 用 等 
AA. 本 书 选材 的 思路 是 以 研究 工具 、 研 究 方法 为 主线 , 在 内 容 安排 上 着 力 反映 非 
线性 波动 方程 特别 是 临界 情形 的 最 新 研究 进展 , 在 不 同 的 层面 阐述 各 种 研究 方法 以 
及 它们 之 间 的 相互 联系 . 为 了 使 本 书 具 有 自封 闭 性 、 可 读 性 ,避免 与 现 有 同类 专著 
WER, 用 通俗 的 语言 , 增加 了 附录 : 函数 空间 嵌入 定理 的 记忆 方法 , 以 方便 读者 阅 
读 与 使 用 . 

守恒 律 在 数学 物理 的 研究 中 起 着 重要 的 作用 . 对 于 每 一 个 自然 现象 的 正确 描 
$, 质量 、 动 量 、 角 动量 是 最 基本 的 守恒 量 . 除 此 之 外 , 物理 系统 还 常常 具有 其 他 
TER, 例如 , 电荷 、 同 位 旋 等 守恒 积分 ， 众 所 周知 , 对 于 任意 一 个 保持 物理 状态 
(作用 量 ) 不 变 的 连续 整体 变换 T, 一 定 存在 一 个 守恒 量 或 守恒 积分 ， 以 共 形 变换 
(conformal transformations) 群 为 例 , 在 时 空 平移 变换 群 及 Lorentz 变换 群 作用 下 的 
不 变性 就 可 分 别 得 到 能 量 、 动量 与 角 动量 等 基本 的 守恒 量 , 在 相位 变换 下 保持 不 变 
性 就 蕴涵 着 电荷 守恒 ， 类 似 地 , 在 更 一 般 的 变换 (例如 , 其 母 元 是 一 般 的 一 阶 微分 
算 子 ) 下 的 不 变性 可 以 获得 更 多 的 内 蕴 守 恒 积 分 与 不 变性 . 基于 上 述 理 由 , 我 们 在 
第 1 章 中 , 首先 用 乘 子 方法 详细 讨论 了 Laplace 方程 、 非 线性 波动 方程 在 共 形 变换 
群 及 一 般 变 换 群 作用 下 的 不 变性 及 守恒 积分 . 特别 , 取经 典 的 Morawetz HRT, 即 
径 站 导数 的 反 称 部 分 , 就 可 以 获得 经 典 的 Morawetz 型 守恒 积分 及 Morawetz 估计 
(n > 3). AAT, 还 重点 介绍 了 Lagrange 变 分 方法 , 通过 对 Lagrange 密度 泛 函 
进行 变 分 , 可 以 统一 地 给 出 Laplace 方程 、 非 线性 波 方程 及 非 线性 Schrodinger 方 
程 在 各 种 变换 群 作用 下 的 守恒 积分 . 特别 需要 指出 的 是 , 通过 构造 时 空 径 向 导数 的 
BARBS (作为 新 的 Morawetz 型 乘 子 ) 可 以 建立 新 型 的 Morawetz 估计 , 这 在 临界 


” 非 线 性 Klein-Gordon 型 方程 、 临界 Schrödinger 方程 的 散射 性 理论 , 特别 是 低 维 情 


形 (n = 1,2, 此 时 经 典 的 Morawetz 估计 不 成 立 ) 的 散射 性 理论 研究 中 起 着 极其 重 
要 的 作用 . 
第 2 章 以 非 线性 波 方程 为 例 , 详细 介绍 了 基于 正则 化 或 Galerkin BUEN RA 


Vi 第 一 版 序言 


性 方法 . 在 对 非 线 性 增长 没有 限制 GERRIE) 的 情形 下 , 得 到 了 弱 解 的 存在 性 
及 适当 的 正则 性 . 鉴于 极限 是 在 较 弱 的 框架 下 进行 , 这 一 过 程 本 质 上 忽略 了 高 频 与 
高 频 的 相互 作用 . 因此 , 所 得 的 解 很 难 捕 获 应 有 的 奇 性 (远离 无 穷 的 高 频 部 分 的 能 
量 将 在 极限 过 程 中 消失 ). 一 般 来 讲 , 此 弱 解 仅仅 满足 能 量 不 等 式 . 弱 解 是 售 唯一 是 
不 清楚 的 . 欲 使 弱 解 唯一 (由 此 可 推出 能 量 等 式 与 能 量 强 解 及 其 正则 性 ), 需要 限定 
p 的 增长 条 件 . 此 条 件 本 质 上 又 回 到 用 Strichartz 估计 与 压缩 映射 方法 处 理 能 量 解 
所 要 求 的 条 件 . 为 更 好 地 阐述 这 一 事实 , 我 们 还 对 齐 次 Besov 空间 及 线性 方程 的 解 
在 齐 次 Besov 空间 的 Strichartz 估计 进行 了 详细 的 讨论 , 刻意 强调 Fourier 限制 型 
方法 (Strichartz 估计 ) 在 紧 致 性 方法 的 作用 及 它们 之 间 的 联系 .， 

第 3 章 着 重 讨论 了 临界 与 次 临界 半 线 性 波动 方程 Cauchy 问题 的 光滑 解 的 整 
体 适 定性 ( 非 聚 焦 情 形 )， 众 所 周知 , 此 问题 源 于 1961 年 Jorgen 的 研究 . 利用 基本 
解 的 正 性 及 压缩 映射 方法 , Jörgen 证 明了 RP 中 次 临界 半 线 性 波动 方程 的 整体 存在 
PE. 对 于 基本 解 失 去 正 性 的 高 维 情形 (3 <n < 9), Brenner, Wahl, Pecher 等 采用 
Boot-strapping 方法 建立 了 光滑 解 的 整体 适 定性 . 然而 ， 直到 1989 年 , Grillakis 7 
解决 了 临界 半 线 性 波动 方程 Cauchy 问题 的 光滑 解 的 适 定性 . 与 次 临界 不 同 , 处 理 
临界 波动 方程 的 困难 是 势能 部 分 无 法 被 动能 部 分 所 控制 , 这 就 要 求助 于 Morawetz 
估计 来 排除 能 量 的 聚集 现象 . 本 章 主要 采用 了 Sogge, Shatah 与 Struwe 的 方法 , 用 
Strichartz 估计 与 压缩 映射 方法 证 明了 光滑 解 的 整体 适 定性 , 优点 在 于 可 用 时 空 模 
替代 LO 模 来 刻画 局 部 解 是 否 可 以 继续 延 拓 , 这 就 极 大 地 简化 了 证 明 . 为 一 方面 ， 
详细 地 介绍 了 用 变 分 方法 在 特征 锥 上 推导 Morawetz 估计 、Strichartz 估计 在 特征 
锥 上 的 局 部 化 及 非 线 性 函数 在 局 部 Besov 空间 中 的 估计 , 从 而 充分 体现 了 调和 分 
析 方 法 及 Lagrange 变 分 方法 的 重要 作用 . 

第 4 章 采 用 正则 化 方法 、 局 部 的 Strichartz 估计 及 能 量 方 法 等 建立 能 量 空间 中 
临界 波 方 程 的 整体 适 定 性 . 另 一 方面 , 证 明 能 量 解 同样 满足 Dilation 恒等式 及 相应 
的 Morawetz 估计 , 借 此 就 获得 了 能 量 解 的 衰减 估计 及 能 量 解 的 整体 时 空 估 计 . 作 
为 能 量 解 的 整体 时 空 估计 的 直接 结果 , 给 出 了 临界 波 方程 能 量 解 的 散射 性 结果 . 最 
后 , 指出 能 量 解 理 论 中 尚未 解决 的 公开 问题 . 

第 5 章 主 要 介绍 Morawetz 估计 的 应 用 及 低 正则 性 问题 . 利用 Morawetz fitt, 
首先 证 明 非 线性 Klein-Gordon 型 方程 光滑 解 的 局 部 L 范 数 与 O 上 能 量 (|Q| < 00) 
关于 时 间 变 量 的 衰减 现象 . 我 们 希望 这 一 方法 可 以 处 理 更 一 般 的 具有 物理 意义 的 
PDEs 的 相应 问题 . 例如 , 如 何 证 明 4 阶 非 线性 波动 型 方程 解 的 局 部 能 量 衰减 等 绪 
果 . 另 一 方面 , 这 也 是 建立 整体 散射 性 理论 的 基础 . 基于 此 , KARTER, Lagrange 
变 分 原理 等 方法 , 建立 了 4 阶 非 线性 波动 型 方程 所 满足 的 Morawetz 守恒 积分 形式 
或 Morawetz (hit. 在 此 过 程 中 , 可 以 熟悉 或 了 解 导 数 的 分 解 与 合成 技术 , 为 非 线性 
估计 打下 良好 的 基础 . 需要 指出 的 是 , 对 于 高 阶 非 线性 Klein-Gordon 方程 而 言 , 许 
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多 问题 都 是 公开 的 . 最 后 , 利用 Bourgain 的 Fourier 截断 方法 , 证 明了 高 维 非 线 性 
波动 方程 Cauchy 问题 的 低 正则 性 问题 的 整体 适 定性 . 

本 书 的 初稿 始 于 在 北京 大 学 所 作 的 数学 特别 讲座 , 在 本 书 形成 过 程 中 , 得 到 了 
田 刚 院士 的 关心 与 帮助 , 作者 深 表 感谢 . 受 辛 周平 教授 的 邀请 , 在 香港 中 文大 学 数 
学 研究 所 的 讨论 班 上 报告 书 中 的 部 分 内 容 , 辛 教授 对 本 书 内 容 、 选 材 等 提出 了 许多 
建设 性 的 意见 , 作者 深 表 感谢 . 书 中 部 分 内 容 与 洪 家 兴 院 士 进行 了 交流 , 得 到 了 他 
的 诸多 指导 与 鼓励 , 在 此 表示 由 衷 的 感谢 . (EER RRL. IRAE PBL, 
李 大 潜 院士 、 郭 柏 灵 院 士 、 林 芳 华 教授 、 韩 永生 教授 、 肖 玲 教 授 、 陈 想 行 教授 、 陆 
善 镇 教授 、 陈 国 旺 教授 、 周 忆 教 授 、 江 松 教 授 、 张 波 教 授 等 , 他 们 给 作者 提出 了 许 
多 好 的 建议 与 意见 . 

最 后 , 对 参加 我 主持 的 “ 偏 微 分 方程 的 现代 方法 学 术 讨 论 班 ” 的 年 轻 同事 : H 
稳固 研究 员 、 杨 瞪 教 授 、 王 衡 庚 副 教授 、 张 晓 轶 博士 、 章 志 飞 博士 、 邹 雄 博士 、 陈 
琼 荤 博士 及 博士 生 原 保全 、 叶 泡 军 、 朱 佑 彬 、 徐 桂香 、 王 月 山 、 苑 佳 等 表示 感谢 , 他 
们 为 本 书 的 校对 做 了 许多 有 益 的 工作 . 

本 书 得 到 国家 自然 科学 基金 、 国 家 重点 基础 研究 发 展 规划 项 目 (核心 数学 “973”) 
及 中 国 工程 物理 研究 院 科学 技术 基金 的 资助 . 
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第 1 章 乘 子 方法 、 不 变量 及 守恒 积分 


1.1 Laplace 方程 与 共 形 变换 群 


众所周知 , Laplace 算 子 在 共 形变 换 群 下 保持 不 变 (所 谓 共 形 变换 群 9 是 指 RN 
上 保持 角度 的 变换 群 ). 当 N > 3 时 , 共 形 变换 群 9 包含 了 如 下 四 类 变换 : 
(1) 平移 变换 群 (group of translation transformations); 
(2) 旋转 变换 群 (group of rotation transformations): 
(3) 伸缩 变换 群 (group of dilation transformations); 
(4) 反射 变换 群 (group of inversion transformations). 
我 们 将 会 证 明 共 形变 换 群 9 的 维 数 是 
(0) ND yy D+ 


然而 , 对 于 Laplace 方程 


+1+N = 


Au = f(u), f(0)=0 (1.1) 
它 仅仅 在 Galio 变换 群 下 保持 不 变 , 而 并 非 在 所 有 的 共 形 变换 群 9 下 保持 
不 a 
注 记 1.1 ”以 四 维 时 空空 间 R x R 为 例 , 考察 各 种 变换 群 之 间 的 关系 : 
(i) Galilo 变换 群 是 指 平移 变换 群 与 旋转 变换 群 . 平移 变换 是 指 


/ 4 
e=xX£+a, L=(%,21,22,23), ac R’. 


旋转 变换 是 指 


/ 
Lo = £0, 
Ti = xicos + zj sin, 
/ 


i, j, k € [1,2,3]. 
j = 一 2iSin 9 + x; cos ð, 


Th = = Tk, 
(ii) 一般 地 说 , 狭义 相对 论 中 Galilo 变换 是 指 


z4 = £j — Vjt, 1l<j <3. 


(iii) Poincaré 变换 群 包含 了 四 个 时 空 平移 变换 群 与 Lorentz 变换 群 , Lorentz 变 
换 群 是 由 整体 Lorentz 变换 
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/ 
rT = gh Her, er 一 一 cp， u,v =0,1,2,3 


诱导 的 变换 群 . 具体 地 说 , Lorentz 变换 群 是 由 旋转 变换 群 ( 见 (i)) 及 下 面 的 Lorentz 
变换 
t =tcosht + a; sinhr, 
x, = tsinht + z; coshr, 
i,j,k € [1,2,3] 


Lk = Tk, 
所 诱导 的 变换 群 . 

本 章 的 目的 是 : 寻求 fu) 满足 什么 条 件 , 以 确保 椭圆 方程 (1.1) 在 共 形 变换 群 
(group of conformal transformations) 下 的 不 变性 . 通过 这 些 共 形变 换 群 的 母 元 (就 
是 我 们 要 找 的 乘 子 ) 来 建立 (1.1) 所 满足 的 对 称 , 特别 , 将 它 应 用 到 相对 论 中 的 方程 
如 波动 方程 、Schrodinger 方程 (或 其 他 色散 方程 ) 时 , 就 可 以 获得 一 系列 的 守恒 积 
分 . 这 对 于 我 们 研究 这 些 方程 的 适 定性 、 散 射 性 理论 是 非常 重要 的 . 

下 面 从 几 个 不 同 的 侧面 考察 (1.1). 假设 (1.1) 的 解 u(x) 光滑 且 在 无 穷 远 处 衰 
减 , 即 


Jim’ u(z) =0. 
视角 1 直接 验算 , 可 见 
0 = (—Au + f(u))u = V - (—Vuu) + |Vul? + uf (u). 
因此 , 在 RN 上 积分 , 就 得 | 
[ var + uf(u))da = 0. (1.2) 
WRR u(x) 及 v(x) 均 是 (1.1) 的 解 , 则 
0= (Au+ f(u))v = V-(—Vuv) + Vu + of (u), 
0 = (Av + f(v))u= V- (Vvu) + VoVu + uf (v). 
因此 , 在 RY 上 积分 上 面 两 式 , 作 差 就 得 
人 _(of(u) -af)daz=0 (1.3) 


视角 2 w u(x) 满足 (1.1), 则 尺度 变换 (scaling transformation) 就 意味 着 
v(x) = au( 和 x) 满足 
Av = ars (2) f(0) =0. (1.4) 
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于 是 , 对 于 形 如 f(u) = cu? + du? 的 非 线 性 函数 , 通过 尺度 变换 v(x) = auw(Xz), 就 
可 以 将 (1.1) 转换 成 
Av = tu? vt. (1.5) 


视角 3 W F(u j= f to )dv 及 


E(u) = I. {alvu + P(u) bas (1.6) 
则 方程 (1.1) 可 以 写成 变 分 形式 
6E(u)=0. (1.7) 
形式 上 , HT. 是 满足 T = 7 的 一 能 光滑 的 变换 , 记 M = EPR 
对 应 的 乘 子 . 对 于 任意 的 函数 u(z), 有 ~ 
£ E[T.u] = (E' (u), Mu) = (—Au + f(u), Mu). (1.8) 
E 一 0 


43 u(x) 是 (1.1) 的 解 , 则 (1.8) RÆ 0, 说 明 E[T.u] = E[T,u] = const，( 一 Avw + 
f(u))Mu 是 一 个 散 度 形式 . 当然 , 这 恰好 是 如 下 著名 的 Noether 定理 的 直接 结果 . 
Noether 定理 ”如 果 存 在 一 个 单 参 数 变 换 簇 保持 变 分 问题 (方程 ) 不 变 , 则 方 
程 的 解 满足 一 个 守恒 律 . 
下 面 就 来 研究 (1.1) 在 RY 中 的 共 形 变换 群 作用 下 所 满足 的 守恒 积分 或 分 析 
非 线 性 项 f(u) 应 满足 什么 条 件 才能 确保 在 共 形 变换 群 作用 下 的 不 变性 . 与 此 同时 ， 
利用 这 些 性 质 还 可 以 得 到 对 某 些 非 线 性 函数 , (1.1) 不 存在 解 的 一 些 判 定 条 件 . 


1. 平移 变换 (translation transformation) 


Te: u(x) — u(x + £a), 一 一 Q.V. (1.9) 
. E 一 0 
将 (—Au+ f(u))Mu 写成 散 度 形式 , 就 得 守恒 积分 : 
V- {- (a-Vu)Vut+ (Se + Fw) = 0. (1.10) 


”特别 , 取 a = ex 是 第 个 坐标 的 单位 向 量 , 则 (1.10) 就 意味 着 
{ 一 u? + 一 =|Vul? 十 F(u )} + S- Uj;UK}; = = 0, 其 中 Uj = 2, (1.11) 
k J 


jJ#k 
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2. 旋转 变换 (rotation transformation) 


Tou(zi, Tj „Tkt ,TN ) = U(X1,*…: ,Tj 7 ,TN ), 
Lj = £j cos + zk sin0, jk = —x;sin6+ £p cos0. (1.12) 
直接 验算 可 得 
dT7y 
M = (—z; sin ð + xp cos 0)ðj 十 (一 ZJ cos 0 一 ZK sin 0)3, 
6=0 
=2£,0; 一 TjOk. (1.13) 


将 (-Av + f(w))Mw 写成 散 度 形式 , 就 得 守恒 形式 : 
V-{—(a1,0; — 2j0,)uVu} + EA + Fa } — fz, (= + F(u)) A = 0 
(1.14) 
3. 伸缩 变换 (dilation transformation) 
寻求 在 伸缩 变换 
Ty(u(x)) 2 u(x) = Xmu(Xz)， 入 >0 (1.15) 


F, 保持 (1.1) 对 应 的 Lagrange 积分 不 变 ( 仅 需 找 满足 条 件 的 m 即 可 ). 注意 到 
Vuwx(z) = 和 "+1(Vu)(Az), 直接 计算 可 得 


E(u,) = [ 、 | OP + FO) ba 
= f {Mv +" FOU) bay, (LI9) 
这 里 用 到 y = Az, dy = AN da. HAR 2m+2=N (El m = (N 一 2)/2), RA 


i {-NF (u) + muf (u) }dy. (1.17) 
à=1 N 

这 就 说 明 对 于 上 面 选 取 的 m = (N — 2)/2, -NF (u) + muf lu) 是 一 个 散 度 形式 . 此 
时 , 伸缩 变换 (1.15) 对 应 的 母 元 M 为 

d 
JA. 


d 
0 = q Eal) 


Mu = —[r""u(Az)| 


= x Vu mu. -© (1.18) 
A=1 


相应 的 守恒 形式 是 


0 三 (一 Au + f(u))(a@-Vu+ mu) 
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=muf(u) — NF(u) +V.:.{-—(z:V)uVvu 
十 a|val? — muVu + zF(u)}, m= ——. (1.19) 


在 验证 上 面 守恒 形式 时 , 用 到 了 如 下 等 式 : 
V - ((z: V)uVu) = ð; ((zkðku)ðju) = 6jpOpuOju + TRORO UO + ZhORUO. 
利用 
[ iver + uf(u))dx = 0, /NEO + muf(u)}dx = 0 
( 见 (1.2) 与 (1.17)) 就 得 


人 |Vu| dz = 一 人 uf (u)dz = - 5 ON F(u)dz, N 23 (1.20) 
— l 2 o1 2 
E(u) = J, (Iva + Flu) ) da = = 人 [Yul2qz > 0. (1.21) 


作为 上 面 等 式 的 推论 , 我 们 有 如 下 结果 : 
定理 1.1 W u(x) 是 (1.1) 的 光滑 解 且 在 |z| 一 ce 时 有 衰减 , 则 (1.1) 对 应 的 

能 量 E(u) > 0(w(z) = 0 除外 ). 另外 , 如 果 
a) sf(s) >0, N 22; 
b) F(s) > 0, N > 2; 
c) H(s) > 0, H(s) = (N — 2)sf(s)— 2N F(s), N > 2; 
d) —H(s) >0, N > 2; 

(e) K(s) > 0, K(s) = sf(s) —2F(s), N23 
之 一 成 立 , W (iD REER. 

证 明 ”为 简单 起 见 , 仅 在 N > 3 下 证 明 . 注意 到 


f uf(u)dx = -j |Vuļ*dz < 0, 
RN RN 


( 
( 
( 
( 


~ "ON Jen IN 


人 H(u)dz = (N — 2) 人 vodz-2v f F(u)dz = 0, 


人 —H(u)dx = 0 
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f Kodz= | uf(udz -2 | F(u)dx 
RN RN RN 
N—2 
=- | [Vul dz + = | [Vu] dz 
RN N RN 


2 2 
= 一 一 一 d < 0, 
x fh £ 


利用 反 证 法 就 得 定理 1.1 的 结果 . 

注 记 1.2 (i) 定理 1.1 EN =1 的 情形 下 是 不 成 立 的 . KEKAH F > 0 时， 
(1.1) 仍 存 在 解 . 见 文献 [S2 及 其 引文 . 

(ii) 一 般 来 说 , 椭圆 型 方程 (1.1) 在 伸缩 变换 


u(z) — uy =A™u(Ar), m= 一 
下 并 不 具有 不 变性 . 然而 , 如 果 非 线性 项 满足 
NF(W) +—“uf(u) =0, F'(u) = flu), (1.22) 


BN 


F(u) = const - u N-z, 
则 (1.1) 在 伸缩 变换 下 保持 不 变 . 在 此 情形 下 , 椭圆 方程 (1.1) 对 应 的 变 分 问题 (可 
以 是 光 靖 区 域 上 的 边 值 问题 ) 的 解 就 恰好 是 达到 最 佳 的 Sobolev RATER 
læ) av <Cl|Vylla, C= REAL (1.23) 


AN 一 2 


的 p(z). 具体 证 明 可 参见 文献 [S2]. 
Hic 1.3 ”如 果 假 设 f 与 还 显 式 地 依赖 于 x, 则 可 获得 (1.17) 的 一 个 Virial 
等 式 , 即 


o=) | - wzea+ T uf(e,u) — 2 VF ba 
RN 


N 
= | {-xFew +H 


4. 反射 变换 (inversion transformation) 
众所周知 , RY 上 的 反射 变换 


uf (eo) -re (1.24) 
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保持 单位 球面 不 变 , 即 Y 将 球面 |z| = 1 变 成 球面 ly| = |V) = 1. + v(x) = 
NE 容易 验证 
f |Vu(y)| dy = f |Vu(z)| dz. (1.25) 
RN RN 
一 般 地 说 , 具有 N 参数 形式 的 反射 变换 
人 


化 


y =V,(z) = (VTaV)(£) = VT, (=) 


|x|? 
加 Z 十 glZ|? | 
“Th dae taza? (1.26) 
它 所 诱导 的 乘 子 本 质 上 就 是 
O 
UL(Yeo(Z)) L = |z|*a- Vu — 2(a - x)(x - Vu). (1.27) 
它 对 应 的 对 偶 算 子 是 
Mu = -|x| a : Vut+2(a-2)(x- Vu) +2N(a-x)u. (1.28) 


不 同 于 前 面 几 个 变换 群 , 直接 将 
[一 Av + f(u)|Mu 
表示 成 散 度 形 式 的 恒等式 是 很 复杂 的 . 我们 在 下 一 节 给 出 一 般 乘 子 所 对 应 的 守恒 
形式 , 作为 特例 就 可 获得 在 反射 变换 作用 下 不 变 的 守恒 积分 形式 . 
1.2 ” 乘 子 方法 与 一 般 的 变换 群 


本 节 将 给 出 一 个 一 般 的 乘 子 定理 , 作为 直接 结果 可 以 得 到 椭圆 方程 在 共 形 变换 
下 不 变 的 守恒 积分 . 与 此 同时 , 还 可 以 得 到 在 其 他 变换 群 作用 下 的 椭圆 方程 对 应 的 
守恒 等 式 . 另 一 方面 , 我 们 还 将 证 明 保 持 Laplace 算 子 不 变 的 变换 群 一 定 是 共 形 变 
换 群 . 


定理 2.1 设 
N 
M = > f(x) di + p(x) = &(x)-V + p(z), (2.1) 
q= -> ` di + p(x) = — dive (a) + p(x). (2.2) 


i=1 
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则 对 于 任意 的 u(x) € N) 满足 如 下 恒等式 : 


C*(R 
N 
(—Au+ f(u -> ga OB + al Val? — 5 Apu? + puf(u) —(V-OF(u) 


+y- [- Vamu + e( Ze 


+ F(u)) + Vou b. (2.3) 
证 明 直接 验算 , 可 见 
(—Au + f(u))Mu =V- {-VuMu}+ VuV(Mu) + f(u)é- Vu + puf(u) 
=V -{-VuMu}4+ VuV(Mu) + V - (€F(u)) 


—(V-£)F(u) + puf (u). (2.4) 
记 
b: = OF 一 Ph 
3 DZ) ijk — 0zji0zk 
下 面 用 对 称 化 技术 来 计算 VuV (Mu). 注意 到 
—A = — V° =-—divgrad = B*B, B= V = grad. (2.5) 
N N N 
M* =X 一 人 (Ci + p(x) 一 一 >》 Li6 一 So hii + p 
2 一 工 2 二 1 i=1 
“ =—&(x)-V —divé+ p(x), (2.6) 
Ma =" =£- V + idive (2.7) 
N 
M + M* 1. 1 A 
Ms = 一 = —3divl +p=—9 ) bite =a (2.8) 


这 样 , 在 内 积 意 义 下 , 考虑 VuV (Mu) (最 后 一 定 要 捡 回 散 度 部 分 , 尽管 它 在 内 积 下 
是 零 ), 经 过 简单 计算 就 得 到 
(—Au, Mu) =(B* Bu, Mu) = (Bu, BMu) (去 挥 (2.4) 中 己 出 现 的 散 度 项 ) 
=( Bu, BM,u) + (Bu, BM,u) 


=(Bu, |B, M,]u) + (Bu, BM,u). (2.9) 
最 后 一 步 用 到 

(Bu, M,Bu) Ê (v, Mav) = = (0 Mv) — > (Mov) -0 (2.10) 
HATA YT BUM 


we) oy 
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由 交换 子 的 定义 , 易 见 
N ] N 
[B, Ma] =0; 2, (4a + sti) - ` (« Qi + = stu) 


i=l 


al 1 
一 ` (4 + ay . (2.12) 


注意 到 BM,u = 4;(qu), 容易 推出 


N 
—Au, Mu) -5 | > (an 十 stat + Əla)! Oiudz 


N N 
1 1 
= | | 》 co 十 en + q| Vu]? + ) 5854030? | dx 
R Li,j=1 2 jai” 
S (es 1 
RN 4 


¢;;0,u0j;u + q|Vul? 一 Apu ‘Jar. (2.13) 


xP ST ETH 
=ð; (u?9;q) + = ð; j (kiuju?) = iy. (Vpu?). (2.14) 
将 (2.9)~(2.14) FRA (2.4), 就 得 恒等式 (2.3). 
Morawetz-Pohoiaev 恒等式 。 一 个 重要 的 乘 子 源 于 径 向 导数 Č = Ev 
显然 , 对 于 椭圆 方程 (1.1) 而 言 , 它 不 是 不 变 的 乘 子 . 考虑 它 的 反 称 部 分 (由 (2.7) 
容易 算出 ): 


Ou N-i 


Mu= 5; + or = Doon Du Vu + pu, (2.15) 
与 标准 的 记号 对 应 , 可 得 
x Ti _ AN 一 1 
b=" (G=—, i=1,2, LN), p(z) = 5 (2.16) 
直接 计算 就 得 
Ol; = o Ti _ Oi, Tij O y ol; = N-1 
lij 一 x, 一 ae (2) 一 r — r3 9 V -£ -一 Ax, -一 r ) (2.17) 
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N 
1 Ol; N-1 N-i 
一 s 一 一 一 == — 一 一 -一 = 9 2.1 
q= iM 2 人 355; P r + ar 0 (2.18) 
N-1 1 N-l1z 
— 二 | 三 一 一 二 2.1 
VP 2 v( 2 r3’ (2.19) 
N-1./1 (N —1)(N —3) 
Ap = ——A = 一 ~ -一 一 2.20 
p 2 (2) 273 (2.20) 


特别 , 当 N = 3, -Ap = 4n6(0), Ms 表示 径 向 算 子 的 对 称 部 分 . 现 将 (2.16)~(2.20) 
代入 (2.3), 就 得 


[一 Av + f(u)|Mu =V- ( - VuMu + — z (Me + +F(u)) — Iw) 
Vul?—-u2 (N-1\(N— 
p Wu DN 
+ 一 (uf(u) — 2F(u)). (2.21) 
积分 上 式 , 并 利用 散 度 定理 就 得 
T — — u? 
(—Au + f(u), Mu) = f (Vu? 一 H + -IO wy 7g de 


T 


4 ~ f to — 2F(u))=, N 24, 
(Au + f(u), Mu) =2nlu( OP + (Vu v2) 
+ wf) -2Fw)S, N=3 (2.22) 
由 椭圆 方程 的 平移 不 变性 , 可 见 


(—Au + f(u), Mu) =2nlu(a)P + f (Vu -E 


+ 人 (uf (u) — 2F(u) Z N =3. (2.23) 


(2.22), (2.23) W£] Morawetz-Pohožaev 恒等式 . BART Mu( 即 3u 的 反 
称 部 分 ) 关于 椭圆 方程 (1.1) 不 是 不 变 的 乘 子 , 然而 , Morawetz-Pohožaev 恒等式 的 
右边 全 部 是 非 负 的 项 , 这 一 点 对 于 我 们 建立 整体 的 估计 或 其 他 的 先 验 估 计 是 非常 重 
要 的 . 
注 记 2.1 (i) 容易 看 出 , 在 利用 散 度 定理 推导 (2.22) 及 (2.23) 过 程 中 , 最 强 
的 奇 性 源 于 
=v . (u? Vp) = -^ y. (5 u?) (2.24) 


12 RPAES—-KHSRH .11. 
| 


显然 
v (5) =0(r), r—0, N>4, (2.25) 
因此 
5 f V. (Vpu?)dr =0, N>4. (2.26) 
RN 


(ii) 当 N = 1,2 时 , (2.26) 的 积分 显然 是 发 散 的 
(ii) 当 N = 3 时 , 利用 


-一 l Ap = -5A (2) = 276(0) (2.27) 


就 可 推出 (2.23). 
(iv) 作为 (2.22) 或 (2.23) 的 直接 推论 , 就 得 到 了 定理 1.1 (e) 的 另 一 种 证 明 . 
定理 2.2 KWN>3, WHE 


(Au, Mu) =0 (2.28) 


的 全 体 一 阶 偏 微分 算 子 M 的 集合 是 A, W A 由 平移 (translation) 变换 、 旋 转 
(rotation) 变换 、 伸 缩 (dilation) 变换 及 反射 (inversion) 变换 的 母 元 所 构成 , H. 


dim 4 二 六 3 _ es) (2.29) 
N 
证 明 M = X 2,(x)0, + p(x) = U(x) -V + p(z), 直接 验算 就 得 
?一 工 
(—A Mu) = | born Oju+q|V 2—14 u?|da (2.30) 
HAUS Jan | 2 CINCH IN 5 OP . . 
改 M RF Laplace 算 子 是 不 变 乘 子 的 充 要 条 件 是 
lij tli =0, i) 
Cictq=0, Wi=1,...,N, (2.31) 
Ap = 0. 
显然 , (2.31) 中 的 前 两 个 式 子 含 N + 1 tame, 共有 NAY) 个 方程 现 仍 
然 采 用 定理 2.1 及 其 证 明 中 所 用 的 记号 , 即 
Aq Aq Ob; O26, 
Sor WT rr Tap’ T arr (2.32) 
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第 一 步 . 首先 证 明 Ap = 0 是 多 余 的 条 件 (由 前 面 的 方程 所 蕴涵 ). 直接 验算 可 


得 
qii = —bjjii = —bjii; = biji; = Liij; = —qjj, (2.33) 
qii = —qjj = qkk =—qi, VL<Si, j,k SN. (2.34) 
由 此 推出 
gi =0, VI<i<N. (2.35) 
注意 到 
IN 
9 一 2 2 bi tp, q = —lii, VI <i<N, 
FIRE No 
Dp 二 一 — q => Ap = Q. (2.36) 


第 二 步 . 证 明 g;; = 0. 注意 到 
lijk = —bjik = —ljki = Lrji = Cig = —likj; = —lijk, 
说 明 bj = 0. 因此 , 就 推出 
qij = 一 人 ppij = —Ceikj = likkj = likjk = 9, (2.37) 


这 说 明 Vq; = 0. BS qi = ai, 从 而 


N 
lij = 一 4g = ` Qizi + B. (2.38) 


a=1 


第 三 步 . l(c) 的 构造 技术 . 积分 (2.38) BEM 方 (z) 满足 


N N 
1 
l; (x) = Tj Saga 一 5% ` r + Bx; + fj (2). (2.39) 
i=l i=l 
显然 , 17 =0 H 
fik = ljk — Ont; +ajte, 天 天 了 (2.40) 
换个 记号 , 就 推 得 
frj = {kj — QjTk + Ont; = —ljk + OTE — QTk = —fjk, KAZ. 
因此 
N 
f(t) = >_ rjnte+5;, Yik = 一 Yj = 常数 1<j <N. (2.41) 


k=1 
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将 上 式 代入 (2.39), 可 得 


N N N 
1 
£ (x) = Tj ) QiTi 一 了 05 》 xv + Bx; + 》 Vjete tô; LKIK<N, (2.42) 


7 l(z) = (a £)£ — Salal + 8r +Izr +ô, (2.43) 
这 里 C(x), a 及 5 是 N 维 向 量 , VETS RARE. 于 是 
dimA = N 41402) yy = WEDS) (2.44) 
第 四 步 . 重新 改写 在 共 形 变换 群 作用 下 的 乘 子 M. 注意 到 
p=a+ i ta = gg Vp = 5 =- a, (2.45) 
推 知 
M=0-V4 Agy N=, (2.46) 


重新 表示 椭圆 方程 (1.1) 在 共 形变 换 群 作用 下 的 守恒 积分 为 (2.3) 的 特殊 形式 : 


(—Au + f(u))M u=(1 一 S Jaus) + NqF (u) 
~ 0 Ou 1 —2 
+ aay 7 an Muth (givul + FC) + aju?) 
(2.47) 
应 用 1 (FBZR WT = 0, a= 0, 8 =0,5 =ex = (0,---,1,0,--- ,0). 
这 样 推 得 
l = ek,q = 0, p = 0 => Mu = Ogu. 
将 这 些 参数 代入 (2.47) 就 得 
0 = | — u? += Val? +F w} +S {- UjUk}j. (2.48) 
k jfk 
应 用 2 (旋转 变换 )” 取 yj = 1 = 一 yxj, 矩阵 中 的 其 他 元 素 为 零 , a = 0, 6 = 0， 
“6 = 0， 这样, M = 2,0; — zjOk,《 = (0,… ,0,zk,0,.… ,0, 一 zj,0,… ,0)( 不 妨 设 
j<k). 由 此 推 得 
q = 一 《pk = Ples) -0 = -27 = —£5;, p=0 
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将 这 些 参数 代入 (2.47) 就 得 


V.{ (260; — 2j0q)uVu} + jan ( So + F(u)) | 一 { (= + F(u)) A -0 
(2.49) 


应 用 3 (RRB) MT =0,0=0,5=0,5=1. 此 时 , M =e vt 


f(x) = x, 故 
q=-f;=—-1, p= G-Z- 


2 
将 这 些 参数 代入 (2.47) 就 得 到 


—2 
5 uf (u) — NF(u) 


1 
+V. | 一 (Z.V)wVu 十 5Z|Vu| 一 


N 
0= 


N —2 
2 
应 用 4 (反射 变换 ) ”我 们 考虑 保持 Laplace 算 子 不 变 的 一 般 形 式 的 乘 子 . BY 
a= 2a,T=0,6=0, 8 = 0. KN, £ = 2(a-2x)x —alx|?, W 


uVu + F(u} (2.50) 


N 2— N 
q = —lkk = ora =—2(a: £), p= a9 = (N — 2)(a- x) (2.51) 


及 
Mu = —|z|*(a-V)u+ 2(a - x)(x - Vu) + (N — 2)(a-x)u. (2.52) 
特别 , 取 ak = 2,0; = 0, j £k. 此 时 ,ax = 1, 


《一 2zkZ — |r| ek = («i 一 5a?) €k + ` 2LkLjEj 


itk .  j#k 
-(«2 -Do es + aoe, Ek = (1,--- ,1) — eg. (2.53) 
itk 
i 2- N 
q = —bkk = —2ztk, p= 5 q= (N — 2)Tk (2.54) 
K 
Mu = (=? — ` 22) Oku + 2x, ` tiðiu + (N — 2)rku. (2.55) 
itk i£k 
将 这 些 参数 代入 (2.47) 就 得 


0 =(N — 2)zruf(u) — 2Na,F(u)+V- | 一 (2 一 ` 02) Ou + 22% ` TiOQiu 
iXk i£k 


1.3 非 线性 波 方程 以 及 Klein-Gordon 方程 的 不 变量 -15- 
nee one O O OO 


+(N- Dou Vu} + | (i - $a?) cha T P) I 


ik 
p> o (Five + F(w)) 上 十 pw} (2.56) 
在 处 理 波 方程 时 , 需要 4 的 分 量 表示 式 


lk = («i 一 Ya), bj = 2zkzj, KAZ. (2.57) 
itk 
注 记 2.2 ”和 欲 使 共 形 变换 群 的 母 元 对 应 着 Laplace 方程 (1.1) 的 不 变 乘 子 , 可 
能 的 情形 是 
(i) q=0. 对 应 着 lai =-q=0,1<i< N. 根据 (2.38) 有 


N 
bii = X ajax; +8 = 0. 
j=l 
由 此 就 推出 a=0 和 G=0. 从 (2.43) 就 知 , 此 时 M 对 应 着 平移 变换 群 与 旋转 变 
换 群 . 
(ii) qA0. 对 应 看 


(1 _ zje flu) + NgF(u) = 0. 
这 对 应 着 非 线性 项 是 临界 增长 的 情形 , 即 


2N 
一 2 
>] 


F(u) = Cur 


C 是 常数 . (2.58) 


1.3” 非 线性 波 方程 以 及 Klein-Gordon 方程 的 不 变量 
考虑 非 线 性 Klein-Gordon 方程 


ut — Au + m°u + f(u)=0, meR, (t,2)€RxR”. (3.1) 
当 m= 0 时 , (3.1) 就 对 应 着 非 线性 波动 方程 . 本 节 的 目的 是 通过 变换 
x 一 (21 Tn, Zn41) = Ž, N=n+1, Tny = it, 
| D Ga 
F(u) — m*u + f(u) = f(u), 


于 是 


ð 0 .| 
On +1 一 Dz 1 一 一 可 一 —iO}. (3.3) 
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将 前 两 节 得 到 的 在 各 种 变换 群 作用 下 的 不 变性 (用 散 度 形式 给 出 ) 应 用 到 非 线性 
波 方程 以 及 Klein-Gordon 方程 , 就 可 以 获得 动量 守恒 、 角 动量 守恒 、 能 量 守恒 、 
Morawetz 的 反射 与 共 形 恒等式 及 经 典 的 Morawetz 估计 ， 这 些 在 非 线性 波 方程 以 
及 Klein-Gordon 方程 Cauchy 问题 整体 适 定性 及 散射 性 的 研究 中 起 着 极其 重要 的 
作用 . 

下 面 将 欧 氏 空间 R+ 中 Laplace 方程 (1.1) 在 不 同 变 换 群 下 的 不 变性 转化 成 
非 线 性 波 方 程 以 及 Klein-Gordon 方程 对 应 的 不 变形 式 , 两 边关 于 空间 变量 积分 , 就 
可 以 得 到 我 们 熟知 的 守恒 律 与 守恒 积分 . 

(a) 关于 时 间 变 量 的 平移 变换 . 在 (1.11) 或 (2.48) PR k =n+1, 将 其 中 n+1 
空间 的 Va+i DRR Onyi = -io 与 n 维 欧 氏 空间 的 V, 并 注意 到 


N=n+1, tny =it, ny1 = -ið (3.4) 


及 Mu = On+1U = —iOku, 职 得 


1 1 ~ 
0 一 4 一 Und + =|Vul? + -juny + F(u) + ` {Ujun} 
2 2 ntl jfn+1 


1 1 1 
t 


m2 


这 里 F(u) = z U + Fu). WA i HE (3.5) 的 两 边关 于 空间 变量 积分 就 得 能 量 守 
恒 律 : 
E(u, R”,t) =f e(u)dx = f E + 5 [Vu]? + =m?lul? + F(u) ha 
= E(u, R”,0) = const. (3.6) 


注 记 3.1 ”能量 守恒 律 (3.6) 也 可 以 直接 用 乘 子 Mu = bu RA (3.1) 的 两 边 ， 
然后 在 及 ”上 积分 得 到 . 下 面 的 各 个 守恒 积分 自然 也 可 以 通过 (3.1) 乘 以 相应 的 乘 
子 得 到 (相差 一 个 常数 因子 不 影响 所 得 的 守恒 律 或 守恒 积分 ) 这 里 所 强调 的 是 可 
以 用 一 个 统一 的 方法 来 获得 各 种 偏 微分 方程 的 对 称 , 特别 是 波动 型 方程 、 色 散 型 方 
程 的 守恒 律 或 守恒 积分 . 

b) 关于 空间 变量 的 平移 变换 . 在 (1.11) 或 (2.48) PR 1 < < n, 类 同 于 能 量 
等 式 的 推导 , 在 R” 中 积分 , 注意 利用 (3.4) 就 得 


| {—Unt1iuk}z, dE = -i f {iutukhdr =0, 1<k<n, (3.7) 
| JR ` JR 


即 动量 守恒 律 
f utukdr = const, 1<k<n. (3.8) 
Rr 
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SA, 动量 守恒 律 也 可 以 直接 用 Mu = ur RA (3.1) 的 两 边 , 然后 在 R 上 积分 
得 到 . 

(c) Lorentz 变换 . 

情形 1. 1 < j,k <n, M = zk0; -zB6， 则 对 应 着 空间 变量 的 旋转 变换 
(rotation transformation) 的 母 元 . 利用 (3.4), 在 (1.14) 或 (2.49) 将 其 中 n+1 空间 
的 Vntr 分 解 成 Onyi = -ia: 与 n 维 欧 民 空间 的 V, 在 R 中 积分 就 得 


f Orn41{(—TkUj + ZjUk)ün+1}dr = - j On{(—2,u; + Tiuk ut}dz = 0. 
R” Rn 


从 而 推出 角 动 量 守 恒 律 公式 ; 
Ou 


= (3.9) 


f (kuj — Tjuk)utdx = const, 其 中 uj = 


情形 2. A ] < 了 < n, k = n+1 EF, M = In+10; 一 TjOn+1 = i(t0; + zj). 用 
时 衬 空 间 的 记号 ，M 与 Lorentz 变换 : 


z; = tsinh7 + z; coshr, 
/ 一 一 。 

Ti+1 = Lj41, 
/ — 

Zn = Tn, 


t = tcosht + z; sinhr, 
对 应 的 生成 元 相差 i. 同 前 面相 同 的 方法 , 容易 推出 
0 = | Ornsi{(—Fn41Uj + £jUn+41)Un41}dx 
Rre 


- J Ae (vu + Flen + grèla? + PC) 上 ae 
整理 即 得 
f (xj;e(u) + tuju)dz = const, 1<j<n. (3.10) 
Rre 
(4) 伸缩 变换 . 注意 将 n +1 空间 的 V41 分 解 成 nyi = id, 与 n 维 欧 氏 空 
间 的 V, 相应 的 乘 子 
n— i1 


n— 1 
M = En4ibrny +2: V + — S = to, +V + z 
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整理 (2.50) 并 在 R 中 积分 就 得 


1 1 
5 f H(u)dz 十 f í 一 Tnt+1Ozr, 41d Trt: Vu) Orn41¥ + Zn+L|un+I 
R?” ” 


dEn+1 
1 n— 1 


1 
Urnu + FTnt1m u’ + tası F(u) bda = 0. 


这 里 用 到 (n — 1)m?u? — (n 十 1)m2w? = 一 2m2w? 及 
H(u) = (n — 1)uf (u) — 2(n + 1)F (u) 一 2m uy. (3.11) 
整理 上 面积 分 式 就 得 
J1 H(u)dz + £ f. | (tw 十 Z.Vu)ui 一 十 St Vul? 
+ T uy + smu + tP(u) 4da = 0. 
即 


n— 1 


1 d 
; | H(wu)dz+ zl te(u) + rurut + uut |dx = 0, (3.12) 
2 Rre dt Rre 


这 就 是 Morawetz 的 伸缩 恒等式 . 
(e) 反射 变换 与 共 形 恒等式 . 
情形 1. SRB k=n+1 的 情形 . 此 时 


Mu = (2. 一 ` 2) On. U + 28n41 ` TiOQiu + (n — 1)tny1u 


im 十 1 iAn+1 
=i(t? + |x| Jus + 2itz - Vu + (n — 1)itu. (3.13) 


头 似 于 前 面 的 方法 , 注意 到 (3.11), 整理 (2.56) 并 在 R" 中 积分 就 得 
一 一 Z2 |， 一 r? u 
0 =zn41 n H(u)dx f R ( n+l ` 2) Bana 


ifn+1 


+ 20n41 ` TiOiu + (n — Dansul Den att bda + f l (23. 一 ` 22) 
Rre 


ifn+1 ifn+1 


1 1 1 n— i1 
x (Sea + zvu]? + zm lul + F(u)) + 9 už, bd 


或 


0 =t | H(u)dz + F G + |x| Jus + 2tz - Vu + (n — 1)tu] u ba 
Rn Rn 
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d 1 1 1 n— 1 | 
42 2\f( 2,2, to, a tay 12 _ 24a. 
+ dt on {( + |z| )( zUt 十 31V] 十 了 7 lul + F(w)) z ja 


进一步 整理 就 是 


0 = f H(u)da + £ J. G + |a|*)e(u) + trupu + (n — 1)tuus 一 ~ 5 Eu? ba 
(3.14) 
wie Morawetz 的 反射 恒等式 . 若 引 入 共 形 能 量 密度 
eq = (t? + |x|? )e(u) + 2trurus + (n — 1)tuu, 一 一 tu, (3.15) 
则 (3.14) 可 以 改写 成 
J an egdz = —t 加 H(u)dz. (3.16) 


用 = 表示 在 相差 一 个 散 度 项 (关于 空间 变量 ) 的 意义 相等 , 则 共 形 能 量 密度 ev 可 
以 改写 成 如 下 有 用 的 形式 ; 


e wlt 4r)? us +u +21 er )? not, 
xL y u ~(t—r — Up 一 
a=] Or 4 tr or 
(n= Dm- 3),. 

Ar? 


+ (t? eo (mut Fu), (3.17) 


1 
十 A + r?)(|Vul? 一 242) 十 


情形 2. 考虑 1 和 入 7 的 情形 . 此 时 
Mu =(x% + t? — |x|? + 22) ug + Qaytuy + 2a, ` TiOiu + (n — 1)rgu 
i£k 
=2r,tu, + (t? + 2r? — r°)ug + 2rk `S TiOQiu + (n — 1)£ku. (3.18) 
i£k 


类 似 于 前 面 的 方法 , 整理 (2.56) 并 在 R 中 积分 就 得 
0 = f rkH(u)dz 一 f Denes} ext + (t + 202 — r°)ug 


+ 22% ` TiOQiu + (n — Daru] Benu bàa 
ith 


1 1 1 
+ 27kZn4+1| 5U + —|Vul? 十 三 m2lul2 + F(u) dz 
Rn 2 Inti 2 2 


Tn+1 


d 
0 =| zkH(u)dz + i/ | Put + (t? + 222 — r?)ug 
Rre dt Rr 
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+ 27, ` Lið;u + (n 一 Darul u ba 
i£k 


d 
+z 人 EZI — a? + 5 |Vul? + =m? ful + F(u)) baz. 
进一步 整理 就 是 


d 
0 = | xkH(u)dr 十 一 | {2anete(u) + (t? + 2a? — r° Jukut 
Rr dt Rre 


+ 27, ` TiOQiudut + (n — Laut baz. (3.19) 
i£k 
(3.19) 也 是 Morawetz 发 现 的 恒等式 . 
(f) Morawetz 恒等式 . 注意 到 基本 的 等 式 


x ð 1 
u n— 
Mu ap + 5 u, 
就 得 
ð — 1 
uyuMu =0;(urMu) — Ut (> + Fy. 
1duz n-i 
一 Mu) — | -—t 2 
Or(we Mu) G Or 2r už) 
=0;(uzMu) 一 div( Su?) (3.20) 
利用 椭圆 情形 的 Morawetz-Pohozaev 恒等式 (2.21), 即 
[Du + f(u) Mu 
2 
=0:(u:Mu)+V- | — VuMu + =( 一 T + Yu + sm? ul + F(u) 
nlz o [Vu — u? (n—-—1)(n—3) > 
4 r’ ju | + r + Ars “ 
n— i | 
+ > (uf(u) — 2F(u)). (3.21) 


积分 上 式 , 并 利用 散 度 定理 就 得 Morawetz 恒等式 


d n—1 dz 
0-2 。 2 „29T 
T w(u + or u)ac+ f (Vu us) m 
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4 
not | (uf(u)—2F(u))@, n>4 (3.22) 
Rn r 
特别 , 4n=3 时 , 就 是 
d 1 > ndr 2 
0 = | Ut (u + ru) de + [val 一 ur) + 2nu“(0, t) 
+ f (uf (u) —2F(u)), n=3. (3.23) 
R3 r . 
由 平移 不 变性 就 得 
_¢ u U la T Ul — u dz u? 化 
o= [ue (urt cu)ae + f (vu -uE + 2u) 
+ | (uf(u) —2F(u)) TE, n=3. (3.24) 
R3 rT 
注 记 3.2 (i) 设 u, v 是 波动 方程 
yu — Ay + f(y) =0 (3.25) 
的 解 . 由 1.1 WATT EMER, 在 (1.3) 及 其 推导 中 取 ony. = it, 就 得 
d 
< J (uv — uv)dr = 人 (Oo 一 ao)dz (3.26) 


(ii) Be u 是 满足 (3.25) 的 复 值 函 数 , 等 价 于 满足 n+ 1 维 欧 氏 空 间 中 的 椭圆 方 
程 , 因此 
0= (—Au + f(u)jū = V : (Vun) + |Vul? + f(u)a. (3.27) 


KHP n+1 空间 的 Vas. 分 解 成 nyi = -ie, 与 n 维 欧 氏 空间 的 V, 并 注意 到 
zn+1 = it, 在 R 中 积分 , 容易 看 出 


o= f aiid + 人 (ul push? + af (u) der (3.28) 
两 边 取 虚 部 , 当 Imuf(u) = 0 时 , 就 得 
Im 人 uzudx = const. (3.29) 


这 就 是 电荷 守恒 律 (conservation of charge). 
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1.4 Lagrange 方法 及 其 在 波 (E EEB) 方程 中 的 应 用 


本 节 采 用 对 Lagrange 密度 泛 函 进行 变 分 的 技术 来 研究 非 线 性 波 (Klein-Gordon 
方程 )、 非 线性 Schrödinger 方程 在 各 种 变换 群 作 用 下 的 守恒 积分 , 特别 是 通过 构造 
一 般 的 一 阶 微分 算 子 ( 径 向 导数 的 推广 ) 的 反 称 部 分 作为 新 的 Morawetz HRT, 我 
们 可 以 建立 新 型 的 Morawetz 估计 , 这 在 非 线性 波 方程 、 非 线性 Schrodinger 方程 的 
散射 性 理论 ， 特别 是 临界 或 低 维 (n = 1,2, 此 时 经 典 的 Morawetz 估计 不 成 立 ) 情形 
的 散射 性 理论 研究 中 起 着 极其 重要 的 作用 . 

为 方便 讨论 , 先 引 入 一 些 记号 : 


tome [l=0O%—A, (t,2) €R~x R”, (4.1) 
u(0) = (x), w(0)=d(a), z ER". | 
nen =0, (t,2) €R~x RY", (4.2) 
u(0) = v(x), «ER. 
一 般 来 讲 , u = u(t,z): RA" — C, ù = u = ~. f(z) 是 C -一 C 满足 
OzF(z) = f(z), f(0)=0, F(0)=0, (4.3) 


* 


这 里 F(z) Æ C— R. 对 于 非 线 性 Schrédinger 方程 而 言 , 在 (4.3) 的 基础 上 , 需要 
条 件 


(eu) =e flu) 或 flu) = Fluo. (4.4) 
为 了 陈述 与 理 清 非 线性 项 在 势能 部 分 所 起 的 作用 , 引入 
G(u) Ê Re(uf(u)) — F(u), V(u) Ê ha (4.5) 
显然 , G(z) 与 V(z) BE C — R 的 函数 . 容易 验证 : 
G(2) = Re(2f(z)) — F(z) = Re(0:V (2)|z|?2). (4.6) 
事实 上 , 由 F(z) = Y(z)j|lz|” 与 f(z) 的 定义 易 见 
>) 
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进而 有 


jz)z = 0,V(z)|z/?z + V(z)|2/?. 
利用 Re(f(z)z) = Re(f(z)z), 可 得 


Re(8.V (z)|2|?2) = Re(f(z)z) — V (2)lz|? = Re(f(z)2) — F(z) = G(s). 


由 此 推出 (4.6) 成 立 . 
注 记 4.1 (i) 众所周知 ， 


OaV(z) = eV (2) + —8;V(z) = 2Re (avot) 


|z| 
是 刻画 散射 性 理论 成 立 与 否 的 重要 量 . 经 典 的 散射 性 结果 ( 见 文献 [GV3]) 需要 的 
条 件 是 
jV (z) > min(|z|~*, |z|?), p>. (4.7) 
此 条 件 意味 着 V(w) 在 u = 0 处 是 非 平坦 的 ， V(u) Æ u = co 处 是 发 散 (diverges) 


的 . 最 近 , Nakanishi 在 一 系列 文章 中 , 通过 建立 推广 形式 的 Morawetz 估计 , 在 非 线 
性 项 f(u) 满足 互 斥 条 件 


ô V (z) = 2Re (a. =) = 0 (4.8) 
下 , 建立 了 非 线性 Klein-Gordon 方程 (NLKG)、 非 线性 Schrédinger 方程 (NLS) 能 
量 解 的 散射 性 结果 . 
(ii) 为 了 统一 处 理 非 线性 Klein-Gordon 方程 、 非 线性 Schrodinger 方程 , 引入 
A 人 VI-A ù), NLKG, 
u ê (4.9) 
u, NLS. 

在 U(0) € H! (对 非 线性 Klein-Gordon 方程 而 言 , 等 价 于 p(x) € H+, y(x) € L?) 的 
条 件 下 , 有 


F(u,R®,t) = J (VUP + U|? + F(u))de = E(u, R",0), U(0) eH. (4.10) 


”与 线性 Klein-Gordon 方程 、 线 性 Schrödinger 方程 


Du + u + V(x)u = 0, (t,2) € Rx R”, (4.11) 


iu, -Au+V(r)u=0, (t,2) € Rx R” (4.12) 
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所 对 应 的 能 量 是 


BR", = f (VUI +U]? +V (2x) |ul?)dr=E(u,R”,0), U(0) € Ht. (4.13) 


相对 应 地 , 非 线性 项 f(u) 所 起 的 作用 等 价 于 具 位 势 V(w)( 见 (4.5)) 的 线性 方程 所 
对 应 的 能 量 


Bu R", = f (\VU|?+|U\?+V(u)|ul?)dr=E(u,R",0), U(0) € Ht. (4.14) 


这 等 价 于 (4.10). 
(iii) 对 于 波动 方程 
Dut+f(u)=0 
而 言 , 可 以 转化 成 非 线性 Klein-Gordon 方程 
Du +u + f(u)=0, fu)= fu)— a. (4.15) 


注 记 4.2 ”下 面谈 一 谈 研究 在 各 种 变换 群 作用 下 的 守恒 积分 的 动因 与 可 能 性 . 

(i) 经 典 的 Morawetz-Poho;aerv 恒等式 (3.22) 及 (3.23) 所 导出 经 典 的 Morawetz 
估计 : 

/ | . Su avd <CE(u,R",0),  n>3, (4.16) 


可 以 应 用 到 在 条 件 (4.7) 下 的 散射 性 理论 , 此 情形 包含 满足 互 斥 条 件 的 半 线 性 项 , 例 
如 ， 12 一 1 十 Í <p<1+ L. 然而 , 当 n < 2 时 , 无 法 推出 经 典 的 Morawetz 
估计 (4.16)， 事 实 上 , 4n= 1 时 ，(4.16) 不 成 立 ， 现在 的 问题 是 如 何 处 理 如 下 
情形 : 

情形 1. 当 n < 2 时 , 非 线 性 Klein-Gordon 方程 、 非 线性 Schrodinger 方程 能 
量 解 的 散射 性 . 

情形 2. 当 n > 3 时 , 临界 非 线性 Klein-Gordon 方程 、 非 线性 Schrodinger 方 
程 能 量 解 的 散射 性 . 

情形 3. 在 条 件 (4.8) F, 如 何 建立 非 线 性 Klein-Gordon 方程 、 非 线性 Schrödin- 
ger 方程 能 量 解 的 散射 性 . 

情形 4. n > 3 时 , 在 一 定 的 条 件 下 , 如 何 建立 其 他 色散 波 方程 , 如 Hartree 型 
方程 能 量 解 的 散射 性 理论 . 

(ii) 利用 Hardy 型 不 等 式 、Sobolev 型 不 等 式 、 乘 子 方法 、Morawetz 相互 作用 
位 势 方法 及 Lagrange 变 分 技术 等 建立 不 依赖 于 非 线性 项 的 新 型 Morawetz 估计 . 在 
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上 述 四 种 情形 下 , 获得 解 的 整体 时 空 估计 及 能 量 解 的 散射 性 理论 . 例如 , 对 非 线性 
Klein-Gordon 方程 , 可 以 建立 如 下 估计 : 


jul? 
d R” 7 Y) ° 
i | +e oa t < CE(u, R”,0), n>3 (4.17) 
[ lul andt < CE(u,R R”,0)2, 242 <p<o, n <2, 
Ritn 中 n 
ul? 1 (4.18) 
[ dzdt < CE(u JR",0)?, 2+—<p<2*, n23. 
Ritn |t| n 
对 于 非 线性 Schrödinger 方程 或 Hartree 方程 , 有 如 下 估计 : 
f t lul? -一 一 dd < CE(u, R”,0)2, 244 <pew, n <2, 
ritn |(t,2)|9 n 
alulz 1 (4.19) 
人 [a a, mp dt < CER ”0)7, 2+ > <p<2, n> 3, 
这 里 能 量 E(u, R”, t) 的 定义 见 注 记 4.1. 
(iii) 对 线性 方程 (4.11) 5 (4.12) 而 言 , 如 果 
V(z)< V(0), 3z EC， (4.20) 
那么 , 波 算 子 就 不 是 满 射 . 能 否 在 条 件 
| V(z)>V(0), vzeCc (4.21) 


下 建立 非 线性 Klein-Gordon 方程 、 非 线性 Schrödinger 方程 能 量 解 的 散射 仍 是 一 个 
公开 的 问题 . 
记 

_ (—&,V), NLKG, 

(a,b) = Re(ab), O=(&,V), D= (4.22) 
(—i/2,V), NLS, 
7 [lu+u, NLKG, 
ea (u) | iu, — Au, NLS, 
定义 Lagrange WEZA Lu) 为 
| —|uz|? + |Vul? + |u]? + F(u), NLKG, 
2£(u) = 


eq(u) = eqz (u) + f(u). (4.23) 


(4.24) 
ius, u) +|Vul? + F(u), NLS. 
现在 研究 Lagrange 密度 泛 函 Lu) 的 变 分 , 直接 计算 
dyl(u) = lim Au + ev) — tlu) = (eq(u), v} + ð - (Du, v). (4.25) 


E 一 0 E 
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对 于 非 线 性 Schrödinger 方程 的 情形 , 需要 用 到 


is)» se) =e) (me) = (i) aina) 


定理 41 Wu: RH” > C, h: RIH +> RM” q: RU" LK, RE, 记 
Mu=h-Du+qu, M) 


(eq(u), Mu) = — 0- (Du, Mu) + ReD Ce + an) + (Du, OhDu) 


E Ml Re(D*Oa4) + (2q—Re(D-h))£(u)+G(u)q, (4.26) 


其 中 G(u) E (4.5) HEX, Lu) F (4.24) 的 定义 . 特别 , 车 取 
Mu=hD*u+qu, h: RIH” — R, (4.27) 
则 对 于 vo<a<n 有 


2 ~ 
(eq(u), Mu) 一 一 0 (Du, Mu) + ReD% . Ce 十 Saua) + (Du, OhDau) 


- MW Re(D.daa) + (24 — Re(Dahi))é(u) + G(ua (4.28) 


在 (4.28) 中 重复 的 下 标 不 表示 求 和 . 
证 明 WTA) 表示 单 参数 变换 群 , T' 表示 相应 的 无 穷 小 母 元 . 若 TA) 表示 


e(T(A)u) = T(A)é(u). (4.29) 
生意 到 lu 十 AT — Llu) 
glu) 7 = lim = Opry l(u), (4.30) 
对 (4.29) 两 边 求 导 , 整理 就 得 
(eq(u), T'u) = Th(u) — 0. (Du, T'u). (4.31) 
第 一 步 . GT (Aju = eu (要 求 满足 共 形 不 变 条 件 ), HM Tv =iu A 
UT(AJu) = Lu). (4.32) 


对 (4.32) 两 边关 于 入 RE, 由 (4.31) 就 得 


(eq(u),iu) +0: (Du, iu) = 0 => (eq(u), iu) = —O- (Du, iu). (4.33) 
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第 二 步 . 者 T( Mu = edu, 易 见 Tv =u. 当 V(u) = C 不 依赖 于 w( 相 当 于 Lu) 
是 u 及 其 导 函 数 的 2 次 多 项 式 ) 时 , 显然 成 立 
(T (Aju) = T(2d)e(u). (4.34) 
对 (4.34) 两 边关 于 ARE, 就 得 
Sullu) = (u). (4.35) 
第 三 步 . 当 V(u) 依赖 于 v 时, 显然 可 将 Lu) 分 解 成 


jul? 


(u) = &(u) + ao = &(u) + —V(u), (4.36) 


其 中 L(u) 是 满足 (4.34) 的 密度 函数 . 对 (4.36) 两 边 的 密度 泛 函 进行 变 分 并 且 利 用 
(4.35), 就 得 


0ut(u) =dyl(u) + V(u)o, (S) + ôu (V (u)) mE 
~ ul? u u ul? 
=2¢(u) + V(u)2 (S) (eo de 十 vt u) mi 
~ u 2 
=2{ £(u) + | : Vw) + Re(VJ(u)|u|?u) 
=2¢(u) + G(u). (4.37) 
由 (4.25) 就 得 | | 
(eq(u),u) + 0+ (Du, u) = 2£(u) + G(u). (4.38) 


由 (4.31), (4.33) 及 (4.38), 直接 推出 
(eq(u), hDu) =h(eq(u), Du) = hRe(Dé(u)) — hd(Du, Du) 
=Re[D(h£(u)) — (D - h)é(u)] — hd(Du, Du) 
=Re[D(hf(u)) — (D - h)&(u)] — 0(Du, hDu) 
+ (Du, 0hDu), 
(eq(u), hoDou)) =ho (eq(u), Dou)) = Re[Do(hoé(u)) — (Doho)é(u)] 
—hod- (Du, Dou), NLS, 
=q(2¢(u) + G(u)) — qð - (Du, u) 
=q(2(u) + G(u)) — ð - (Du, qu) + (Du, ðq - u). 


~~ 


(eq(u), qu 


由 此 推出 


(eq(u), Mu) =Re[D(hé(u)) — (D - h)&(u)] — hd - (Du, Du) 
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+ q(2é(u) + G(u)) — qð - (Du, u) 
= — ð - (Du, hDu + qu) + (Du, uðq) + (Du, dhDu) 
+ Re(D(h£(u))) + (2q — Re(D - h))£(u) + G(u)q. (4.39) 


注意 到 
jul? 


2 
(Du, u0q) = Re I(E oa) — Dea], 


代入 (4.39) 就 得 (4.26). 取 (4.27) 中 的 M, 就 推出 (4.28). 
注 记 4.3 (i) 就 非 线性 波 方程 


Du + f(u) =0 (4.40) 
而 言 , 记 9 是 算 子 0 的 分 量 , 0° LET D 分 量 , 直接 计算 
Re{ (Ou + f(u))Mu} = Re{—0°O,uMu + f(u)(hað%u + qu)} 
=Re{ — 6%(dju- Mu) + suð Mu} + 50%(F(u)ha) 
一 PW aah, + (G(u) + F(u))¢ 
-0°Re{ — Ouu: Mu + lolu)ha + zlea} + Re(ðauð“hgðfu) 
+ Žiu? Oa + (24 — ahe) tolu) + O(u)a, (4.41) 
这 里 | 
lo(u) = 5 ( — |u|? + |Vul? + F(u)). (4.42) 
(ii) 注意 到 (4.41) 推导 的 第 二 步 用 到 
30°(m?lul2h) 一 mm2lul?8cj +m?|ul?¢ = 30°(m?lul2ha), (4.43) 
则 对 于 非 线 性 Klein-Gordon 方程 


Ou + m°u + f(u) =0 (4.44) 


Re{ (Du + m*u + f(u))Mu} 


-orRe| — Ogu: Mu + lm(u)he + zleðaa + Re(d.,ud~hgdFu) 


| | 
+ alul Oq + (29— hg) Lm(u) + G(u)a, (4.45) 
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这 里 | 
fm(u) = 5 ( 一 Jusl? + [Vu]? + m?lu]? + F(u)). (4.46) 


”应 用 1 ( 非 线性 Klein-Gordon 方程 与 波 方程 ) 将 定理 4.1 中 的 (4.26) 改写 成 
具体 的 形式 , 就 有 


(eq(u), Mu) =Re{ (Du + u + f(u)) Mu} 
=0°Re{ — ðau - Mu + L(u)ha + = lul?ðaa} + lu 
+ Re(O,ud“hgd8u) + (2q — “ha Lu) + G(u)a, (4.47) 
这 里 L(u) F] (4.24). 对 于 波 方 程 (4.40), 可 以 改写 成 非 线性 Klein-Gordon 方程 
Dutut+f(uy=0, f=f(u)—u. (4.48) 
此 时 , (4.40) 或 (4.48) 满足 (4.47) 将 能 量 密度 泛 函 (u) 换 成 
iu) =5 (— luel? + Vu? + ful? + Fo) 
= (— [u]? + [Vu]? + F(u)) = bolu). (4.49) 
注 记 4.4 (i) 在 共 形 变换 下 , 在 (4.47) 中 所 对 应 的 乘 子 应 具有 形式 


Zl aah u. (4.50) 


n 
Mu = hD —hD 
“ ut qu “+ O41) 


具体 地 说 , 分 如 下 情形 : 
情形 1 (平移 变换 ). h= -eo Mh=ex, 1 <k<n; 
情形 2 (旋转 变换 ). h = Zaeb — LB€a, a F B; 
情形 3 (伸缩 变换 ). h = (2°, zl x”) = (-t, x); 
h= 


情形 4 (反射 变换 ). “(24 2 Jeo + 2ta Bh = —2grpteo + (t? +22? 一 7r2)ek 十 
2r,tp, 这 里 ZT, = (01,°°- ,Th 1, 0, ThE1, ,Tn). 
(ii) 以 伸缩 变换 为 例 , 直接 计算 就 得 
n— i1 nl a, n-i 
1= oe “Qa? =a 


故 取 Mu = tðu + r- Vu 二 La, RA (4.47), 就 得 


:Re{ Ou Mu + té(u)} — VRe{ Vu - Mu -ZW} 


2—1 oy) — (u) = 


+/Vul? = jul? + — 
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两 边 积分 就 得 方程 (4.1) 所 对 应 的 Morawetz 伸缩 恒等式 : 

TAG — 1)G(u) — 2F (u) — 2ļul?]dz 


n— 1 


5 au ) dz = 0. (4.51) 


+<Re 大 (tetu) 十 TUrut + 
注意 到 
(n= 1)G(u) - 2F(u) = (n — 1)āf (u) - (n+ 1)F (u), 


(4.51) BLA Morawetz 的 伸缩 恒等式 (3.12). 
注 记 4.5 (i) 在 应 用 中 , 总 希望 寻求 合适 的 乘 子 , 使 得 (4.47) 的 右边 是 正定 
项 . 其 基本 原则 是 选取 的 乘 子 满足 2g - ahg = 0. 这 样 , 所 选取 的 乘 子 


Re(D - h) 
Mu =hDu + qu = hDu + a 


1 
=hDu + 50° hat NLKG 或 NLW. (4.52) 


换 句 话说 (就 线性 Klein-Gordon 方程 与 波 方程 而 言 )， Mu 恰好 是 其 一 阶 齐 次 部 分 
A = hDu 的 反 称 部 分 . 在 此 基础 上 , 尽 可 能 使 得 所 构造 的 乘 子 满足 下 面 的 辅助 条 件 


b,0%hgb? >0, Oq 20. (4.53) 


(ii) BEIFZRPE Klein-Gordon 方程 与 波 方程 而 言 , W h = (0, zx)/|zl, 相应 的 Mora- 
wetz ETILE 


_1 
l u, r= jz. (4.54) 
2r 


代入 (4.47) 束 获 得 类 似 于 实 变量 的 非 线 性 Klein-Gordon 方程 的 Morawetz 乘 子 恒 
等 式 (JL (3.22) 与 (3.23)), 即 


d 2 
R” 


dt 2r Rn re 


2 2 
fu? = lurl? 
R” 


特别 , 4n=3 时 ， WE 


7 d 1 2 9 dz 
0=FRe | “t (w+ pujde + {vu furl) r 


+ 2xlul?(0, t) + 人 (Re(&f (u)) — 2F(u)) =, n=3. 


Mu = Ju + 
r 


n— 1 E dx 
z+ 2 (Reas) - Pw) n> 4. 
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(iii) WA, 当 n < 2 时 , 经典 的 Morawetz RTF xc = 0 的 奇 性 太 强 , 无 法 获得 
经 典 的 Morawetz 恒等式 与 经 典 的 Morawetz 估计 . Ginibre-Velo [GV3] 在 20 世纪 
80 年 代 , 选取 


(0, x) xz: Vu ( n n—1 
h = 一 一 一 => Mu = —— 十 二 一 一 一 = |u 4.55 
V1+ |z|? .Vl+7* Ir? V1+r? (4-55) 


来 研究 非 线性 Klein-Gordon 方程 的 散射 性 理论 . 然而 他 们 的 结果 仍然 局 限于 n > 3. 
原因 是 仅 当 n > 3 时 , 一 |u|?Ag > 0, 而 当 n < 2 时 , 无 法 估计 一 |ul?Ag. 事实 上 , 当 
n < 2 时 , 不 存在 非 平凡 的 函数 q E q 20 H -Aq o. 

(iv) 为 了 克服 上 面 所 选取 乘 子 的 局 限 性 , 取 


h(x, t) = 7+ ae ut (4.56) 
则 
1 1 n=-1 t-r? 
_ 2 2 
Mu=h-Du+qu= oe) Dut (T+ oe) (4.58) 
直接 计算 , 有 
n—3)(n+3 t-r’ 妇 一 72)2 
Og = SEF) sn 3 +15! 5 ) (4.59) 
改 
jul? jul? 
(eq(u), Mu) = — ð - (Du, Mu) +D- | he(u) + > 04 + ~ Ha 
w -1 tr 
+ [el + cut + =} (4.60) 
或 
2 
(eq(u), Mu) 一 一 0 (Du, Mu) +D. (na 十 ul i a) + a Cg 
, [Vu + zù|? + |x|?|Vul? — |z - ul 
和 3 
nl tr 
+ at a 十 一 7 \ (4.61) 
这 里 用 到 


_ O02 _ a _ 
Re(ðauð”h gobu) (ong) 一 (tonuu) 


[Vu]? + |u|? 1 (t,x) (t,x) 
Vu tu ETD G2) 
入 入 入 
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1 [uw]? 
=+ [|Dul? — lua] = Mel (4.62) 


或 
— OF — :0 — 
Re(Jqud*hgd®u) =( Eaua) - (S oau) 


(€? + |x|*)[[Vul? + fuz|?] |x- Vu — ta? 
3 
tvVul? + |z| |u|? + zl lVul? + 2Re(z - Vutt) — |x - Vul? 
NB 


2 2 2 In. 2 
lat aul? + lov? = le Vu (4.63) 


这 里 
6 =0, af fB; S=-1, &=1, j=1,.,n. 
应 用 2 ( 非 线 性 Schrodinger 方程 与 Hartree 方程 ) 将 定理 4.1 中 的 (4.26) 改 
写成 具体 的 形式 , 就 有 
(eq(u), Mu) =Re{ (iu; — Au + f(u))Mu} 
| =—0-(Du,Mu)+V- (eo + sluva) 一 = lug 
十 (Du, OhDu) 十 (2q — V. h)£(u) +G(u)q,  - (4.64) 
这 里 L(u) 同 (4.24). 
与 非 线性 Klein-Gordon 方程 和 波 方程 不 同 , (4.64) 中 所 用 的 乘 子 
Mu = hDu + qu 
并 没有 包含 所 有 的 一 阶乘 子 ， 例 如 , 它 不 包含 关于 时 间 的 平移 变换 所 对 应 的 乘 子 . 
事实 上 , 像 椭 圆 方程 、 非 线性 Klein-Gordon 方程 、 波 方程 一 样 , 针对 共 形 变换 所 对 
应 的 乘 子 给 出 一 个 统一 表示 式 比较 困难 . 另 一 方面 , 有 些 在 共 形 变换 下 的 不 变量 并 
不 能 为 我 们 提供 更 多 的 估计 , 鉴于 上 述 理由 , 我 们 直接 从 变换 群 出 发 ( 同 1.1 节 关 
于 椭圆 方程 的 讨论 ), 来 研究 为 我 们 提供 正定 守恒 等 式 的 变换 及 其 相应 的 乘 子 . 
注 记 4.6 (i) 在 复 尺度 变换 
u(x,t) + exp(ie)u (4.65) 
“下 , 非 线 性 Schrodinger 方程 (4.2) 保持 不 变 . 显然 , (4.65) 对 应 的 母 元 是 Mu = iu. 
这 对 应 着 取 h = -2eo, q = 0, 代入 (4.64) 或 直接 用 Mu = iu 与 方程 (4.2) 作 L 内 
$R ((4.2) 两 边 同 乘 以 iu 后 在 R” 上 积分 ) 就 可 推出 


1 1 
5 人 lar = 5 | pl2dz = const. (4.66) 
2 Rro 2 R” 
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(ii) 在 关于 时 间 变 量 的 平移 变换 
u(z,t) + u(x,t + €) (4.67) 


F, 方程 (4.2) 保持 不 变 . 显然 , (4.67) 对 应 的 母 元 是 M = 2 (4.2) 两 边 同 乘 以 
Mu, 积分 就 可 推出 


5 J (Ivar + F(u)) dz = fi (ve + P(g) jaa = const. (4.68) 


(ii) 关于 空间 变量 的 平移 变换 (对应 的 于 了 Mu = u, = SE ARRIER (对 
应 的 乘 子 Mu = cpu; 一 zjug) 可 归结 为 (4.65) 的 特例 , 代入 (4.64) TA. 因为 所 得 
的 不 是 正定 形式 , 故 省 略 之 . 
(iv) Dilation 变换 
u(x,t) = A? u(Az, At) (4.69) 
所 对 应 的 乘 子 是 Mu = tus + ru, + 5u, (4.2) 两 边 同 乘 以 Mu, 积分 就 可 推出 伸缩 


恒等式 
d 


T a | ee + t|Vul? + tu) ba = -3 人 A(u)dz, (4:70) 
这 里 
H(u) = nf (ujū — (n + 2)F (u). (4.71) 
(v) 在 拟 共 形变 换 (Pseudo-Conformal 变换 ) 


u(x,t) => (it) Fel Seg (5 >) (4.72) 
及 F(u) = 0 的 特殊 情形 下 , Lagrange Lu) 作用 保持 不 变 . 上 面 变换 结合 平移 变换 ， 
就 可 推出 


a {leu 一 2itV ul? + 2 F(u) bas = -2 f H(u)dz. (4.73) 
dt Jgn | 2 Rn 
如 果 H = 0, 即 1 
flu) =CluPtu, p=1t. (4.74) 


”在 此 条 件 下 , 从 (4.70), (4.73) 就 分 别 推出 一 个 守恒 量 , 进而 , 在 Dilation 变换 及 拟 
共 形 变换 下 , 方程 (4.2) 及 其 对 应 的 Lagrange Ku) 保持 不 变 . 
(vi) 拟 共 形 守 恒等式 的 推导 . 用 20 FELL (4.2) 两 边 , 并 取 虚 部 : 


(ut 站 = V-Im(2uVu). (4.75) 
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用 i, FEA (4.2) 两 边 , 并 取 实 部 , 就 得 


ae (|Vul* + F(u))dx = 0. (4.76) 
用 2rii = 27 - Vu RU (4.2) 两 边 , 并 取 实 部 : 
2Re f iriruidz = 2Re 人 ru,Audzx 一 人 TO, (F(u))dz. (4.77) 


直接 验算 , 并 利用 方程 (4.2) 或 分 部 积分 , 可 见 
2Re | irüputdzr =2Re | DD Lkükutdr = Re / DD ZE 一 UK dx 
Rn Rn “天 Rn “天 
-ne | i yz [ð (tp) 一 Ok (ut )|dz 
R” 大 
d ， ， 
=— Re J irurudz + Re f inuu,.dx 
dt Rr Rre 
-Tm | rupudx + nRe | [|Vu|? + uf(u)]dz 
dt Rre R” 
-Tm | ru,udz + n f [|Vul? + Re(uf(u)}de, (4.78) 
dt Rre R” 
2Re J riir Audz =2Re | V - [x - ViuVuldz — 2Re f V(x- Vu)Vudz 
R” R” R” 
= 一 2Re | OkjOk UO; UdT 一 2Re | £0; 0,U0;udx 
R? Rn 
二 一 2 | |\Vul?dz -/ zrOk (|Vul?) dz 
Rr Rr 
=(n — 2) f [Vu] dz, (4.79) 


-f rd, (F(u))d =- J f r” 0, F (u)drdo =n f F(u)dx (4.80) 


FH (4.76)~(4.80), 就 得 


d : _ 
地 Im 人 rurüdr = 一 2 人 [Vul*dz 一 nf [Re(ŭf(u))— F(u)|dz. (4.81) 
(4.75) 两 边 同 乘 以 |z|?, 在 R” 上 积分 就 得 
J allude = 41m J rurlidz (4.82) 


TÆ, 从 (4.81) 5 (4.82) 直接 推出 : 在 (4.81) PRIZED 4t, 并 注意 将 其 写成 散 度 


形式 , 整理 就 是 
(alm | road — 4Im f rurüdz 
dt Rn R” 
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d d 
= 一 一 — At? 2 2 2 
a [ive di) + 4 gh dz 


— 4nt f Re(uf(u)) — F(u)ldz. (4.83) 
Ra 
将 (4.82) 代入 (4.83) 左边 的 第 二 项 , 将 (4.76) 代入 (4.83) 右边 的 第 二 项 , 就 得 


所 f (|x|?|u(t)|? + 4t?|Vu]? — Re(dirtu ad) dz 
Rr 


=< ( — At? I. F(u)ae + 8t f F(u)dx 


一 ant | [Re(af(u)) — F(u)|dza. (4.84) 
Rr 
进一步 改写 就 得 拟 共 形 守 恒等式 
< 上 (|zu — 2itVul? + 4t? F(u))dax 
=+ | fan + 2)F (u) — 4nRe(uf(u))| dz. (4.85) 
Rre 


(vii) > 
h(t) = | (Izu — 2itVul? +4? F(u))dz. (4.86) 


通过 求 导 h(t) 的 过 程 亦 可 以 证 明 (4.85), 详 见 Cazenave 的 著作 . 

注 记 4.7 (i) 类 同 于 非 线 性 Klein-Gordon 方程 与 波 方 程 , 为 了 使 得 形 如 (4.26) 
或 (4.64) 的 右边 是 正定 项 , 首先 要 求 所 选取 的 乘 子 满足 
1 


1 
q=5D-h= z3 he. (4.87) 


换 句 话说 , 所 选取 的 乘 子 


Re(D - h) 


1 
Mu = hDu + qu = hDu + u = hDu + z? hau, NLS (4.88) 


恰好 是 其 一 阶 齐 次 部 分 4u = hDu 的 反 称 部 分 . 在 此 基础 上 , 尽 可 能 使 得 所 构造 的 
科 子 满足 下 面 的 辅助 条 件 : 


b,O%hgb? >0, Aq <0. (4.89) 


(ii) WIERE Schrödinger 方程 而 言 , MA = (0, x)/|x|, 对 应 着 经 典 的 Morawetz 
HEF (4.54), 即 


n— 1 


Mu = Vu u, r= |zl. 
r 2r 
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代入 (4.64) 获得 非 线 性 Schrodinger 方程 (4.2) 所 对 应 的 经 典 的 Morawetz F€ tH 
等 式 : 


nl1_ x 9 
7 a) + zzl Vul 
一 (“au + ZF) + {Vu — |ur|*} 


n PUO y + *— {Re(āf (u) — F(u)}, n>4, (4.90) 


1 
(eq(u), Mw) =5 OrRe(iua,) +V. Red = (iu) — Vu (a, + 


1 Sapa —— ff 1. 
(eq(u), Mu) =5 ORe(iut,) +V. Red 5 (iw) — Vu (a, + =a) + 5 |Vul? 


- alu + SP (ub + {val pr} + 20,2)? 
+= {Re(af(u)) ~ Flu}, n=3 (4.91) 


(iii) 显然 , 当 n < 2 时 , 经 典 的 Morawetz RFE z = 0 的 奇 性 太 强 , 无 法 获得 
经 典 的 Morawetz 恒等式 与 经 典 的 Morawetz 估计 . 在 文献 [GV3] "F, Ginibre-Velo 
选取 
(0, x) M z-Vu ( n n—1 


Vitee Via? as Vie)" 
来 研究 非 线性 Schrodinger 方程 的 散射 性 理论 . 与 非 线 性 Klein-Gordon 方程 讨论 完 
全 类 似 , 结果 仍然 局 限于 ”> 3. 为 了 克服 上 面 所 选取 乘 子 的 局 限 性 , 取 h(a, t) = 


t 
ta, 见 (4.56), 则 
1 1 n— i t? 
d = 5Re(D h) = zô hk = ox 十 253 >0, (4.92) 
-1-it #? 
Mu =hDu + qu = u + (* DX - ri) (4.93) 
直接 计算 , 有 , , 
(n — 3)(n + 3) t t 
故 


(eq(u), Mu) = — ð : (Du, Mu) +V- (mw + Eag) — eag 


2 
+ |z| [Vu]? — |x» Vul? 
I(t, x) | 


+ GW{ + a} (4.95) 


tvu + zru 


十 
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这 里 用 到 
ôG — a — 
Re(DudhDu) =(20.uD%u 一 er) 


ej 1u 


lu? tlu? R (ia) n Vu? |x: Vul? 
5 


4 入 4X% 入 3 
|u|? __trur (r? + t7)|Vul? |x- Vul? 
=- + Re( ia) + wo 


. 2 | 
tvu + seu + |x|?|Vul? — |x - Vul? 
Sees 4.96 
Gor (+90) 


(iv) 为 了 研究 非 线性 Schrödinger 方程 与 Hartree 方程 的 散射 性 , 需要 建立 更 
一 般 的 Morawetz 型 估计 , 这 就 需要 构造 合适 的 乘 子 . Nakanishi 在 研究 Hartree 方 
程 (对 于 非 线 性 Schrödinger 方程 仍然 有 效 ) 
ius — Au + V (x) * |u| u = 0 (4.97) 
的 散射 性 时 , 构造 了 一 个 很 好 的 乘 子 . 记 y= 7 构造 广义 的 径 向 导数 Au = hDu = 
(~w(%), p00) 三 ) Du 的 反 称 形式 


Mu= ( - Y), oE ) Pu + qu (4.98) 
这 里 | 
q= =ReD-h= ME -0 Dely + ey) (4.99) 
如 果 取 
了 ds Y sds / — / 
(e =J ae tf ae POWO w 
(s) (1+ \sP)#, aio, g=e')+——¢ 


特别 , 当 v = 1 时 , M 就 是 (4.93) 中 定义 的 Morawetz WRT. 注意 到 Re(iuii) = 
Im(wiis), 代入 (4.64) 就 得 ( 仅 看 线性 部 分 ， 非 线 性 部 分 作用 后 正定 ) 下 面 形 式 的 
Morawetz 型 守恒 形式 : 


Re{ (iu; — Au)Mu)} 


jul 


-9d{ — = (>)lm (ui) 4 | 


r 


—— 1 _ oz jul? , x 
十 V .Res — VuMu+ 39(7) {Im(wi) + {Vu b= + 79 (y)— 
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ul? n—1 
一 ae (a + "—*a, js0) (4.101) 


Re(f(u)Mu) =V (x) x |u|” [Re(ūh - V)u + jul? V - h] 
=5V (2) * lul? (hu 


= — hYV x |ul?ju?] + Ey (V(x) * Jul? (lu (4.102) 
及 (4.101) 中 最 后 两 项 的 非 负 性 就 推出 Morawetz 型 估计 : 


f |2tVu + izu]? 
R 


| O dedt < C(E, v), 0<v<1. 4.103 
wee PPF fare < C0) (4-103) 


AHRNE] Sobolev 型 不 等 式 


上 pl? w(r)de < C(y,n, p)||Vel|2 一 2 | [Vo + icT(x)y)Pw(r)dz, 
Rn R” 


—w'(r)r np n—1 
< ) 0, 1 ) ”一 ) 一 一 < ’ 4.104 
nw(r) 4 v1), p n-p n-2 psn (4.104) 
就 可 以 得 到 
J t t ul” drdt < C(E, v), O<v<l (4.105) 
—__——~-—dadt < ,V), <1. . 
Rn+ (le) + |a])?+” 


利用 上 式 就 可 以 推出 整体 时 空 估计 , 进而 获得 相应 的 散射 性 理论 . 
注 记 4.8 RUF 1.1 节 有 关 椭 圆 型 方程 的 一 般 乘 子 方法 , 对 于 Schrödinger 
方程 , 取 
Mu=h:Vu+qu, h: RH” > R”, q: RH OC. (4.106) 


类 似 于 定理 2.1 的 证 明 , 可 以 得 到 


Re{ (iu, — Au + f(u))Mu} 
=51ma,{h Vu + qlul?} 


2 
+V. Red — VuMu + hl(u) + va 


十 S 0;u0;hpO,u + G(u)Req 


k,j=1 
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+ Zlu? Relig: — Aq) + >(2VImg 一 hy) Im(aVu) 
+ (2Req — V - h)é(u), 
这 里 L(u) F (4.24) 的 定义 . 对 于 经 典 的 Morawetz RT (4.93), 将 


O o T n — l] — it n — ] — it 


A VAE 7 OX Vre 
代入 (4.107), 就 得 Morawetz 型 守恒 形式 (4.95). 


h(x, t) 


(4.107) 
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本 章 研究 
‘gnc we (x,t) € R™ xR, (0.1) 
ulto) = p(z), uelto) = wa) 
其 中 
2 
f(u) = N Aluf u, I < pı sp2 <œ, Aj 20, (0.2) 
x= LoDE = | (V+ was + f Viga 
-vol w+ f vea}, (0.3) 
这 里 
“AED = fe). (0.4) 


(2) Banach 压缩 映射 原理 . 

研究 历史 : (1) 光滑 解 . 当 n = 3, ps < 5 时 , Jorgen 采用 基本 解 的 正 性 及 压缩 
映射 方法 , 证 明 (0.1) 的 光滑 解 的 整体 存在 性 ( 见 文献 [J]). 当 pa = 5 时 , Grillakis 
解决 了 光滑 解 的 整体 存在 性 ( 见 文献 [Gr1]). 当 n > 3, pz < 1+ — 时 , 相应 的 
研究 可 见 Wahl & Brenner, Pecher 等 的 工作 ( 见 文献 [BW], [P1]), 但 这 些 结果 均 限 


定 n < 9. 高 维 临界 增长 的 情形 【3 < n < 9, ps = 1+ 二 5 ) 的 结果 , 可 参见 文献 
[SS1], [SS2], [Str], [GV10] 及 [BS]. 需要 指出 的 是 , 波 方程 具有 有 限 传播 速度 这 一 特 
征 在 光滑 解 的 研究 中 起 着 重要 作用 . 


(2) 能 量 解 . 由 尺度 技术 及 压缩 映射 方法 , 能 量 解 所 能 容许 的 非 线性 增长 pz < 
1+ 一 一 Ginibre-Velo 采用 Strichartz 估计 及 非 线 性 函数 在 Besov 空间 中 的 估计 


方法 可 获得 次 临界 增长 条 件 下 能 量 解 的 存在 唯一 性 ( 见 文献 [GV8]). 作为 压缩 映射 
方法 的 直接 结果 , 可 以 获得 临界 情形 下 (单项 式 ) 小 能 量 解 的 整体 适 定 性 . 临界 情 
形 的 大 解 整体 适 定 性 是 由 . Shatah 和 Struwe 在 文献 [SS2] 中 给 出 . 
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(3) 弱 解 . 弱 解 的 存在 性 对 非 线 性 增长 没有 限制 , 研究 方法 是 紧 致 性 方法 . 一 般 
KH, 弱 解 充其量 满足 能 量 不 等 式 . 然而 , 弱 解 是 否 唯一 (与 能 量 等 式 成 立 在 某 种 意 
义 下 等 价 ) 是 不 清楚 的 . 若 使 弱 解 唯一 (由 此 可 推出 能 量 恒等式 与 能 量 强 解 ), 需要 
限定 p 的 增长 条 件 . 这 方面 的 研究 历史 与 进展 是 : 

0) 当 po < 1+ 一 二 > 时 , f(u) 满足 单调 性 , 则 弱 解 是 唯一 的 且 此 解 就 是 能 量 空 
间 中 的 强 解 . 

(ii) Ape < 1+ 
弱 解 的 正则 性 . 

本 章 以 Ginibre-Velo 在 文献 [GV2] 中 的 结果 为 基础 , 在 po < 1+ 7) 的 情形 
F, 证 明 (0.1) 的 弱 解 存在 唯一 性 , 进而 证 明 此 弱 解 就 是 能 量 空间 中 的 强 连续 解 . K 
用 的 方法 是 紧 致 性 方法 来 处 理 弱 解 的 存在 性 ( 见 文 献 [Li), 唯一 性 及 解 的 正则 性 的 
证 明 的 主要 工具 是 Strichartz 估计 、Besov 空间 上 的 非 线性 估计 及 能 量 空 间 的 闭 集 
上 的 压缩 技术 . 


An, 


(n—2)(n #1) FF, Tsutsumi 与 Glassey 证 明 弱 解 的 唯一 性 与 
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(i) w = (—A)2, K(t) = w-!sinwt, K = coswt: 

(ii) CU; B): 定义 在 区 间 J 上 取 值 在 抽象 Banach 空间 B 上 的 连续 函数 空间 ; 

(iii) Co (I; B): 定义 在 区 间 I 上 取 值 在 抽象 Banach 空间 B 上 的 弦 连 续 函 数 
空间 ; 

(iv) C*(I;B) (0 < a < 1): 定义 在 区 间 I 上 取 值 在 抽象 Banach 空间 B 上 的 a 
阶 Holder 连续 函数 空间 ; 

(v) C (I; B): 定义 在 区 间 I 上 取 值 在 抽象 Banach 空间 B 上 的 Lipschitz 函数 
空间 ; 

(vi) XF 2 <r < oœ, wW 


n+ifl 1 1 1 1 1 
pir) = (5-2), oi-t) vm =m-0(5-2). 
预备 知识 Besov 空间 与 位 势 Banach 空间 
F, Ft, S'(R”) > S'(R") 


定义 Schwartz 缓 增 分 布 空间 SR”) 的 同 胚 映射 .引入 Schwartz 速 降 函 数 空 间 
S(R”) 的 子 空 间 : 


Do(R") = {y € S(R"), 6 € CH(R"\{0})}, 
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Z = {y € S(R”), 8°G(0) = 0,Va € (NU {0})"}. 


显然 , Z(R")  S(R") 的 闭 子 空间 , Do(R") AF Z(R"). 容易 看 出 , Do(R") 中 的 
PRA v(x) 的 Fourier 变换 0(6) 的 支 集 包含 在 某 个 以 0 为 中 心 的 球形 环 内 . 
直接 验证 : BF wr (o e R) 是 Z(R") 一 Z(R") 上 的 同 胚 映射 , DoR”) 是 映射 
wz 的 不 变 集 合 , 并 且 具 有 和 群 的 运算 性 质 : 
wtw? = LUI1 十 52 | 
根据 供 入 关系 Z(R”) 一 S(R"), 就 可 以 诱导 SR”) > Z (R) 上 的 映射 m. 具体 
地 说 ， 
(IIv,u) = (w,u), Vu € S'(R”),u € Z(R"), 
N(Il) = {v € S’(R”), suppo(€) = {0}} = {多 项 式 的 集合 } 2p, 
这 里 ND 表示 映射 I 的 零 空 间 . 事实 上 , 若 
(w(x), u(x)) = | AAEE = d a0) 
Rr 
=(v(D)i)(0) =0, v(x) € S'(R”), u(x) € Z(R”). 
由 此 推出 suppd(¢) = {0}, v 具有 形式 : 


v(x) = >》 Cat”, £= (£1, ,Tn). 
aE(Nu{0})” ' 


Fi —F7i il, FA Hahn-Banach 延 拓 定理 , Vw e Z'(R”), WAKER o € S'(R”) 
且 
(iw, u) = (©, u) = (w,u), ue Z(R”). 


由 此 推出 Tlw = w, 这 说 明 TL 是 满 射 . 因此 
Z'(R”) = S'(R”)/P. (1.1) 


由 对 偶 性 定理 , 映射 wo? 可 以 诱导 ZR?) = Z (RY) 上 的 微分 同 胚 , 仍 可 用 ws 记 
之 . 注意 到 L?(R") > S'(R") 一 Z'(R"), 则 


II(L?(R”)) — Z'(R”), VI<p< oœ. 


WVi<p<ow,vel(L(R")), 在 L? 中 存在 唯一 的 原 像 5 使 得 o= ov. HF 
L?(R") 不 包含 多 项 式 , 故 L? 典 则 地 持 入 到 ZR"). 对 Vo CR, 定义 Riesz 型 位 势 
Banach 空间 如 下 : 


Ho? = WEP, lvl gop = |lw7v||p, L<p<o. 
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易 见 w: HP + H-7P(R”) 是 等 距 同 构 . 对 于 V1 < p< 00, 注意 到 DoR”) => 
Z(R") AF D, 故 L 一 Hr RAF 2Z/(R") DR”). 由 对 偶 性 原理 , 可 以 推 
出 Do(R") 及 Z(R") HF HPR”). 
下 面 给 出 A(R”) 的 Littlewood-Paley 二 进 制 分 解 定 义 . 取 J(é) < Ce (R™) 
满足 0< yw(E) < 1 及 
、 l, 上 <1, 
5 | 


0， |€| 2 2. 
MV j eZ, 定义 
AlE) = PTE) — d(2-7*18), 
满足 supp; (£) C {Er 271 < |ê] < 41} 及 
SAE =1, El 40, 
JEL 
其 中 上 面 的 和 式 中 至 多 有 两 个 非 零 项 (对 于 £ A 0). 
对 Vu € 5S'(R"), 构造 C™(R”) 序列 O(v) = {v; = pj * v}jez 与 之 对 应 . 注意 到 
vj = pj * Iv + 9; * (v — Tv) 满足 
(pj; * (v — Iv), g) = (v — Iv, p; * g) = 0, 
因为 
g E S(R") => 9; * g E Z(R"), 


这 说 明 O(v) 仅 依赖 于 IIv. 换言之 , 和 本 质 上 是 定义 在 Z'(R") 的 函数 列 . 对 Vo ER, 
1 < p,q < œ, 定义 Besov 和 Triebel 空间 分 别 是 


B= {ve ZR) S Dos ol = [Beal <h 2 
j 


Fe, = fo E Z'(R”), 


1 2 12° (pj* ort | = Ilellae, < >}. (1.3) 


特别 , 当 q = oo 时 , 可 将 上 面 的 定义 进行 适当 的 修正 . BH, %4 1< p, q< co 时 , 按 
Em Bo,, Fo, 定义 中 的 范 数 ， Be, po 就 构成 一 个 Banach 空间 . 由 Minkowski 
不 等 式 , 可 得 


B > Fpa > B3 


p,min(p,q) p,max(p,q) ° 
采用 向 量 形式 的 Mikhlin-Hoérmander 定理 ( 见 文献 [Tr1] 中 的 2.3.3 EÈ 2.2.4), 可 以 
WEH: 对 Vo ER, 有 


(1.4) 


É? = HP, 1<p<o. (1.5) 
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由 此 及 (1.4) 就 可 以 推导 出 
{ => HP + Bo pn >Q, 


P,p? 


(1.6) 


Be, p > HP <> B24, pl <2. 


Fi — NM, 由 等 价 模 的 刻画 HG H5lder 不 等 式 , 7 TURR Pa FE 
引 理 1.1 设 0<j < ,1 < NEST py 一 1 wo; ER, s= S` uo. 


令 j=1 7 一 1 
1 Qu, 
l < p; <œ, -=》 Ë, (1.7) 
Pp PI 
则 有 如 下 结果 : 
N 
, 1 、 
(1) 假设 1< gj; < 00, = = Bi wmo N bo, c Bo, FARE 
q j=1 1<j<N 
lv; BE ll < lv; Boag, Woe () Be... (1.8) 
1<j<N 1<j<N 
同 理 , 将 Bz 。 换 成 Pz。 亦 有 相同 的 结果 , 即 
lv; Egal TE les F274, ||", Wwe () Egia (1.9) 
1<j<N 1<j<N 
(2) R1l<p;<oo, MW () Har cH? 并且 
IKIN 
lase [| lv; HI, We () 479%, (1.10) 
1&j&N 1&j&N 


这 里 C = C(o;,p;, uj) 关于 (oj,p;) € B x DD 一致 有 界 , 这 里 B ÆR 的 任意 有 界 
集 , D 是 (1,00) 中 的 任意 紧 集 . 
Besov 空间 中 的 Sobolev 不 等 式 是 Holder 不 等 式 的 直接 结果 , 记 


= Fl = Or "+t. (1.11) 
则 wf = Is» 了 满足 如 下 Hardy-Littlewood-Sobolev 不 等 式 


1 1 o 
|o * flle < CIIS Ilp, -== ——, l<p<r<om. (1.12) 
r p n 


Ik, 关于 Besov 型 的 空间 , 有 如 下 的 嵌入 关系 


Be, Bey, |v, Beall < Clo; Br sll, po ER, nag 
l<p<r<ow, l<eq<a, op 


2.1 ”预备 知识 、 线性 估计 及 应 用 - 45 - 


(7 œ Her, |lv, H|] < Cllv; H|, p,o ER, 


1.14 
l<p<r<o, o--=p-~. (1-14) 
p r 


在 应 用 中 , 经 常 将 齐 空间 的 Sobolev 不 等 式 与 凸 性 定理 混合 使 用 . 估计 (1.12)~(1.14) 
本 质 上 都 是 在 Z’(R") 的 合适 子 空间 上 成 立 的 . 通过 这 些 估 计 及 Sobolev HRA, 最 
终 获 得 相应 的 Lt 范 数 的 估计 . 当然 ,Lt 一 Z’(R") 是 modulo 多 项 式 后 的 等 价 类 . 
为 一 方面 , FAAS ARG v 属于 某 一 个 Ls, 其 中 1 < s < oo. 最 常用 的 情 
形 是 s = 2. 因此 , 上 面 有 关 L 的 估计 对 通常 意义 下 的 ve Lt 估计 亦 成 立 . 

引 理 1.2 wX 5Y 是 两 个 Banach 空间 , X BRA XY. w 

Cu(T,¥Y)= {f | f € L(I, Y) Evy’ eY*, 有 (f(t),y) «Cf, 

则 L(I, X) NCSI, Y) = C(I, X). 

证 明 REH L(I, X) NCL, Y) —> C(I, X). ER f(t) € L”(I;X)A 
Coll, Y), 可 以 将 f(t) PRR R 上 的 抽象 函数 . 记 p € DR), pn(t) = np(nt) 满足 


[omar=1, pW 20 

注意 到 f c LO(R, X), 易 见 f 4 pn € C®(R; X) 且 满 足 
lon * fllx < llen * fll z-¢R;x) < lenll fler < M < eco. 
因此 , 对 固定 t, 总 能 找到 子 序列 (X 自 反 条 件 ), 使 得 
puxf—>ft)ex, EFO <M. 
同时 , 对 Vy e Y*, te (f(t),y’) 是 连续 函数 . 因此 
(pn*f—fy)=pn*(f,y) (fy) 70, moo. 
对 此 
pn* f(t) > f EY. 


由 此 推出 f = f(t). 此 意味 着 pf SEX 中 成 立 , 进而 , 整个 函数 列 on f 
E X 中 弱 收 敛 于 f. 
下 面 说 明 连 续 性 , 考虑 


(FE) — f(t2), 7 )| SI t) — pv * f(t1), 7)| 
+ |(pv * f (ti) — pv * f(t2), x)| 
+ |(py * f(t2) — f (ta), 2')|, 
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只 要 取 充 分 大 的 vy 及 t-t FA), 就 推出 上 式 右边 可 以 充分 小 即 得 f(t) € 
C(I, X). 
引 理 1.3 f Banach 空间 X 上 的 连续 线性 凸 泛 函 , 即 


f(t2+(1—t)y) <tf(z)+(1—t)f(y), vte [0,1], 
则 f 弱 下 半 连 续 . 
WA ” 先 回 忆 弱 下 半 连 续 定义 . HF Y zn > zo CX, 有 
Jim f(tn) > f(x0). 
采用 反 证 法 . Harn} C X 及 so > 0, BR rn > zo € X, 然而 
f(xn) < f(xo) 一 <. 
由 Saks-Banach 定理 , 存在 {zn} 的 凸 组 合 


k k 
ye = Dla r a 0, Yay) =1, 
j=l j=l 


使 得 yx 一 zo. 由 f 的 连续 性 及 凸 性 可 以 推出 , 当 充分 大 时 , 有 
k 
f(z0) — €0 < flyr) < X- oa 入 jc) < f(x0) — eo. 


j=1 
APE. 
引 理 1.4 设 B 是 Banach 空间 , H 是 一 个 Hilbert 空间 , H > B. {v;} C H 
H lozllz < C, 


. w 
lim vj = VE B. 
7 一 co 


则 有 如 下 事实 成 立 ; 
(1) lim v; =ve dH. 
J 一 oo 


(2) 对 于 H 中 非 负 有 界 二 次 型 g, 有 


q(v) < lim q(v;), H), lloll < lim |lv,||z- 
7 一 co 


了 7 一 CO 
(3) Jin lozllz < lz => lim vj = ve A. 
一 Co 7 一 Co 
推论 1.5 Șt B 是 Banach 空间 , H 是 一 个 Hilbert 空间 且 HO B, M 是 度 
量 空间 . 设 v Me BNP ES Vu € M, v(u) € H 满足 


sup ||v(u) lz <C. 
LEM 
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Wo: Mo H 是 弱 连 续 的 . 进而 , 如 果 六 vla 连续 , 就 可 推出 v MeH 
强 连续 . 


考虑 
ton O = ôu — A, (x,t) E R” x R, 
(1.15) 
v(0) = p(z), u(0)=yY(z), zER. 
显然 
v(x.t) =F! co _ sin | ' _, Sin |€|(¢ — 7) 7 
(x,t) =F cos |f|tFip + F G Fut | F ep Fhd 
SAO + K(t)y + f K(t — r)h(x, 7)dr 
0 
SK (t)y + KY + Gh (Ko = Fae | (1.16) 
是 (1.15) 的 解 . 另 一 方面 , R(z,t) = Fee 是 
poe O = ôu — A, (x,t) ER” xR, 
(1.17) 
w(0)=0, w(0)=ô8(x), xz ER" 
的 基本 解 . 采用 特征 坐标 变换 、 球 面 平均 方法 、 降 维 法 等 方法 , 容易 推出 
R(z, t) 一 3Xlal<t(2) n=1, (1.18) 
1 \ 气 1 1 
R(z, t) = A, (32) 7 Olt 一 x), An = Wn 1(n—2)--9- 3-1? n > 3 ATRL, 
p (1.19) 
= 1 2 XB: (x) = 2 n 
Rat) = An (72%) VOR ame a? FRA 
(1.20) 
这 样 一 来 , (1.15) 的 解 亦 可 改写 成 
v(x, t) = SF (Rw, t)*~)+ R(z,t) * 4% +/ R(x,t—7)* h(x,T)d7, (1.21) 


这 里 
n—3 


R(a,t)* w= An (32) u (r= J p(s + tw), n>3 奇数 ， (1.22) 


n—-2 


© =An( ta) (e Ya + yt) 
R(x,t) * Y = An (3a) (: 人 = ay), n > 2 偶数 . (1.23) 
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8 SSRI TIRE 唯一 性 及 正则 性 
特别 

t) =0 n d 1 d 
v(2,t) = Me hss °°) + aaa [og Yael 


taf f h(y, 7) o(y)dr 
9B, a) tT 


=O; £ J, p(x + ta + In J, w(x + tw)dw 


t 
al, | (t —T)h(x + (t— rT)w,T)dwdr, n=3, (1.24) 
An 0 y2 
t p(x + yt) t w(x + yt) 
v(z,t) a f wv) +5 +f Sey 
所 ,Bio y1- ly? Bi(0) V1 — |yl? 
ref f Ehet HT dyar, n=2 (1.25) 
Bı (0) V1—|yl? V1—|yl? 2 


由 平移 变换 与 尺度 技术 , 从 上 面 的 表示 式 就 可 推出 Lo — L 衰减 估计 : 
| R(x, t) x * Yli < C = Wl na 多 之 3 WR, (1.26) 
R(x, t) * llo < Cle] > lvl ye naa, > 2 偶数， (1.27) 


注意 到 BF CWT, 总 有 
lvolz, Dee < Cll F (ll a sp + Ill sa), (1.28) 
这 里 vo (x, t) = < (R(x) * p) 十 R(a, t) xY 是 


Llu = 0, O = On — A, (x,t) ER” xR, 
(1.29) 


v(0) = p(z), vi(0) = Vx), z ER” 


sH (22) Se) =n(5 2), vr) = (n=) (5), (1.30) 


2<r< aD n 24, 
n—3 
2<r<ow, n=, (1.31) 
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HBF Littlewood-Paley 二 进 制 分 解 及 第 一 型 的 振荡 积分 估计 , 容易 看 出 ( 见 文献 
[Mi8]): 


| exp(iwt) F(x) || -20 < CJt? IFE gee, (1.32) 
IKOFE) -em < Clt F@)Il ga (1.33) 
IKOFE) ;em < CHM IF) pac: (1.34) 


这 里 exp(iwt) = FteltF. 利用 泛 函 对 偶 技术 、 揪 值 定理 及 Sobolev RA THR 
可 建立 Strichartz 估计 . 
定义 1.1 ( 波 容许 对 的 概念 )” 称 (q,r) 是 波 容许 对 , 如 果 
2<q,r<oo, (gr,7y(r)) F (2,00, 1), 
且 满 足 ; a 
0< 2 <a(r) = (n= (5-5) <1 (1.35) 
习惯 记 为 (q,r) e A. 特别 , 4 > 
q = y(r) 
时 , 就 称 (q,r) 是 最 佳 波 容许 对 , 记 (q,r) e A. 
定理 1.6 (Strichartz 估计 )” 设 oiou ER, (gj,7;) € A (7 =1,2), 并 且 


1 
oi + ô(r1) — qı = H, 

i (1.36) 
02 + ô(r2)— — =1-— u. 

q2 


记 

Ye = HY x HE, (wy = Melle + lla (1.37) 
车 (p,p) €Y", h(t) € LA (I; B32), WW v € CU, H”) NCU, He) 满足 如 下 可 
积 性 : 


lolsa cn + eel nes ggz < Cl, ye + Cllrs- (1-38) 
; 


T4152 


推论 1.7 (Strichartz fitt) $ (q,r), (qr) EAG = 1,2), T=RRICRA 
0Oe!. 则 有 如 下 估计 : 


[Kolliac rose) + IK (byl rar grze) < C| (D7 y, D°~*¥)ll2, (1.39) 
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[Gh] oa (Bec-ecD) < ClAl 1% (1,89 ¢ 80°21): (1.40) 
特别 
[Gh] ,Bose < CMA ll zacr peeo): (1.41) 


注 记 1.1 (i) 若 定理 1.6 对 于 最 佳 波 容许 对 成 立 , 则 定理 1.6 成 立 . RRE, 
对 于 任意 的 (G,7;) e A 满足 


O01 十 6(71) 一 a = 4, 
(1.42) 
_ 7 1 
02 + Ô(f2) 一 i =1—h, 
则 存在 (Gj, 7;) EAR Oj E R (j = 1,2) 满足 
1 
O1 + d(71) 一 页 = ph, 
1 
(1.43) 
1 
a2 + 0(r2)- — =1~ p. 
q2 
显然 
oj +6(7j) = 6; + ôl), F Dry. (1.44) 
因此 , 由 Sobolev 嵌入 定理 就 得 
Ul eas (1;B22 5) 十 vel ya, (1;8225") Sllell ra (1,622 ,) + [vell La cr, B01) 
Alile P) + CIA a (1;B5°2) 
Sli, Ply» + Cal (1.45) 


L%2(1;B7,72)’ 
To 2 


因此 , 在 证 明定 理 1.6 时 , 仅 需 对 于 最 佳 波 容许 对 的 情形 来 证 明 . 
(ii) 当初 始 函 数 (yp,y) € H! 8L, BA K(thy+ Kt e L& (R; L?) 并 且 有 


LIKOV +K Oll < lell + tlez (1.46) 


推论 1.8 (Strichartz 估计 ) (1) 设 (q,r) E€ A, Vw € L7(R”), 则 exp(iwt)y € 
L1(R; Boy) H 


| exp(iwt)y; L4(R; BOP”) I] < Cllyllz. (1.47) 
(2) 设 p Br 满足 n 
0 < 0(7) < 2” 

O<p+dé(r)-1< > (1.48) 


p<1-B(r). 
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A> 
~ = p+5(r) — 1, (1.49) 
则 对 任意 (p, Y) € H! 8 L?, Ko + Ky € LIR; BP.) EIE Fih: 
Kg + Ky; L1(R; BE a)l) < C(\| Velo + |lvll2)- (1.50) 
注 记 1.2 HER 1.8 的 第 (2) 部 分 则 是 (1.47) 与 Sobolev 嵌入 定理 的 直接 结 
R. 事实 上 , 对 于 满足 (1.48) 和 (1.49) 的 p, r, 存在 r 满足 
0O<p+d(r)-1= =r) < > 


使 得 嵌入 关系 
Bro) > BP, (1.51) 
成 立 . 换言之 , 即 验证 1- B(r1) — z =p-%, iy 
事实 上 , Ap <1- G(r), 就 有 


=r) = p+ô(r)— 1 < d(r) - G(r) = =(r). 


l 


由 此 可 见 - > =. 另 一 方面 


由 此 推出 


|K()d; LIR; BE < |K); LR; BLP) 


exp(iwt) — exp(iwt) 
< joe 一 


p; LUR; BL EOD <Cllb|o. (1.52) 


2iw 
定理 1.6 的 详细 证 明 见 文献 [Mil] 或 [Mi2], 这 里 仅 给 出 非 端点 情形 下 Strichartz 
估计 的 证 明 概 要 . 本 质 上 等 价 于 证 明 (1.47). 由 稠密 性 , 仅 需 对 Vv we SR”) 来 证 明 

(1.47). 由 泛 函 对 偶 技 术 , 此 归结 为 证 明 
(0, Un] < Cliwl2ll0; L” (R; BS), (1.53) 


. 


这 里 9 € Zr 1, 其 中 U(t) = exp(ivt), 


Zn+ı = {u E S(R"**), Doi(éo,0) = 0, Va € (NU {0})"}, 
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(.,-) 表示 n+ 1 维 空间 RH 中 的 内 积 . 考察 
(0, Upyna -|( [ U(-7)0(r, Jars) | 


<|lwll2 


f U(—7)0(r, -)dr (1.54) 
R 2 


注意 到 
| 人 U(—7)0(7,.)dr 


2 
l = | (0t), [ UE- nor dar) dt 


< ||0; L1 (R; BEK) || . | [ve — 7)0(r)dr 


La(R;B- 9) 


< [8 REDI | fe aoe ar 


q 
< |10; L” (R; BEQ)? 


这 就 推出 (1.53) 成 立 . 


2.2 ”能 解 的 存在 性 


首先 回顾 一 下 如 何 利用 紧 性 方法 建立 (0.1) 在 能 量 空间 Xe 中 整体 弱 解 的 存在 
性 . 为 简单 起 见 ， 这 里 仪 陈述 结果 , 具体 步骤 可 见 Ginibre-Velo 关于 Schrödinger X 
程 的 相应 结果 (参见 文献 [GV5] BR [Li]). 
基本 假设 (H1): f eC, C), 存在 1 < p< oo 使 得 对 Yz eC 有 
-IEO < Clll + |Z). (2.1) 
基本 假设 (H2): 存在 Ve CC, R) WE V(z) = V (lz), V(0) <0 B f(z) = v 
对 于 pe 了 +, V(p) 满足 估计 


V(p) > -a° P, aeR. (2.2) 
在 (H2) 的 假设 下 , 方程 (0.1) 的 解 至 少 形式 上 满足 了 如 下 能 量 守恒 定律 ， 
Bu aa = u+ Vul + f Yodaz= Bd). e3 
紧 致 性 方法 所 需 的 工作 空间 ， 


7 
. 


X = HAL, X'= H! LPH) 


2.2” 弱 解 的 存在 性 . 53 . 
一 o_O 


X 与 X' 的 对 偶 性 可 以 通过 L2 上 的 内 积 (91, p2) (HF ps 线性 , 关于 ol EBT 
性 ) 来 实现 . 今 定义 能 量 空间 Xe = XL. 下 面 来 陈述 (0.1) 的 能 量 弱 解 的 基本 
性 质 . 

定理 2.1 设 f(u) WE (H1), I CR 是 有 界 开 区 间 , we LOX). 则 有 如 下 
结果 : 

(1) f(u) € L®(I; L? @ Let’), 

(2) B u(t) Æ D'(I; X") 意义 下 满足 方程 (0.1), W ü € L(I; X’), ù € CAI; X^. 
进而 , #7 ù € LOI; L7), W ù c Cl; L2(R")) 并 且 满 足 


u(t) € C,(T; X) n C(I; L?) n M CH") (I; L”), (2.4) 
2<r<max(p+1,2*) 
这 里 o; 
a(r) = 1 — 4(r)min{1,6(p +1) =}, 6(r) = "(3 - *) (2.5) 


(3) 对 任意 t,s € I, k > max{0, 6(p + 1) — 1}, u(t) 满足 积分 方程 
u(t) = K(t— s)u(s) + K(t — s)ii(s) — f K(t—1)f(u(r))dr, (2.6) 
这 里 积分 是 在 H- 意义 下 的 Bochner 积分 . 
注 记 2.1 (i) A u(t) € L(I; X) 可 以 推出 裕 e L%(I;X 人 ). 进而 , 对 任意 的 a. 
bel, 直接 计算 


b pb 
Jaaa E) wo iBasae => S S G09) alas) -lasa 


aASSQtsy 


=(b — a) IRCO — [ [ (a0, a(s))atas 


b b 
~(b—a) J (ù(t), ù(t))dt — / (ii(t), u(b) — u(a))dt 
b 
~ J (w(t), (b — ajù(t) — (u(b) — u(a)))dt 


~(b— a) [ (wt), ), w(t) — nO) uta) ea 
~(b—a) J , (o a u(a) — nb- O -a)) )a 


~- (b-a) [ (io, u(t) — u(a) 一 TENY p o) “ 


b 
~ J (üt), (b — t)u(a) + (t — a)u(b) — (b — a)u(t))dt 
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S2|b — al’ ||4|| zæ (a,v; x7 || ull Lo (a,b); X). 


此 说 明 
lù(s)— tt)ll2 < oo， Vs,t ET. 


然而 , 此 仍 不 足 于 说 明 a(t) € L%(I; I2(R")). 因此 , 在 定理 2.1(2) 中 明确 地 附加 了 
这 一 条 件 . 
(ii) u(t) Æ D'(I;X') 中 满足 波动 方程 (0.1) 是 指 : 对 vx(t, £) € D([0, T] x R”), 
T 
f [ [~ut : xt + Vu- Vx + f(u)x}dzdt = 人 w(x)x (ax, 0)da. (2.7) 
0 R”? Rre 
定理 2.1 的 证 明 (1) H u(t) e L(I; X), X = H oL 及 非 线 性 增长 条 件 
If (u)| < Cul + ul?), 
可 以 推出 f(u) s L®(I; L? @ L@+)'(R”)). 
(2) HAS ü € L”(I;X'). 于 是 ù € Lip; X’) > CU; XX')， 进 而 ,由 
ù € L®(I; L?) 及 L > X', 利用 引 理 1.2 就 推出 a(t) € C(L. 由 此 推出 
u(t) € C(I; L?(R”)). (2.8) 
为 外 , AX = ANP! BRA XOX’, 由 引 理 1.2 亦 有 u(t) € C(I; X). 
现 对 (2.8) 与 ve L(I; X) 进行 插值 , 可 见 
u(t) € (Ce 人 TD))aom C CHI; L"(R")), pt1 <2, 


1 — a(r) 
DO* 


u(t) € (C(I; L?), L® (I; LP*")) apy C COI; L'(R”)),  p+1> 2*， 


此 时 a(r) = 1 -6(r)d(p+1)-!. 综 上 所 述 , 就 得 


这 里 a(r) = 1- 5(r) 满足 全 + = > 与 此 同时 


utje AN CW") (I; L°), (2.9) 
2<r<max(2* ,p+1) 


这 里 a(r) 由 (2.5) 确定 . 
(3) 仅 需 证 明 f K (t—r) f(u(r))dr € H-*(R"). 4 pti >2* 时 , BW 6(p41)-1> 
0 
0, 从 而 大 > 56(p 十 1) 一 1. 直接 验证 : 


| Ke- orena S| [ KEDD) 


H1-46(p+1) 


2.2 PFE . 55. 


t t t 
<f FUlar < f luladr + f |e)? || e+1d7 
0 0 0 
t t 
Sf ulladr + ladr < oo (2.10) 
0 0 


“4 p+1<2*,k>0N 
| Keoner)] < f EDan 
0 


sf ullodr + [ IFC), 2p, d7 
S f Ilsar+ f lala d7 


sf lular + f ulfr dr < o. (2.11) 


采用 Galerkin 方法 , 可 以 建立 如 下 弱 解 的 存在 性 定理 . 
定理 2.2 È f(u) 满足 (HH) 和 (H2), 特别 , 4 p+1>2 时 ,还 需要 额外 假设 


V(p) > -a202 十 Copop+l， Vo Ee Rt,C>0. (2.12) 
W to € R, (y(x), p(x)) € X 8 L, 则 Cauchy 问题 (0.1) 存在 一 个 解 


u(t) €LS.(R; X) NC..(R; X) NC” (R; L*(R")) 
a () CeO) (R; L”(R")), (2.13) 
2<r<max(p+1,2*) 
满足 
ù € LO (R; L?) NC,,(R; L? (R”)) oC (R; X’). (2.14) 
与 此 同时 , 对 于 vt €R, u(t) 满足 估计 


|u(t)ll2 < e(t — to), (2.15) 
laO + Vull + Cllulleti < elt — to)’, (2.16) 

这 里 
e(7) = llpll2 cosh(ar) + (E(y, Y) + @?||l|3)2a* sinh(a|7}). (2.17) 


进而 , 若 映射 uo J V(u)de 是 X 上 的 有 界 集 到 R 上 的 下 半 连 续 的 泛 函 , 则 u(t) 
R” 


满足 能 量 不 等 式 
E(u(t), uz(t)) < E(y, Y), Vt ER. (2.18) 
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WABE KH Galerkin 方法 ( 紧 致 性 原理 ) 可 以 很 方便 地 给 出 定理 2.2 的 
证 明 . 基本 思路 如 下 : 有 限 维 的 近似 解 在 Xe。 中 关于 时 间 逐 点 弱 收 和 敛 意味 着 获得 能 
EDFA (2.18). 直接 对 近似 解 进 行 计 算 就 得 估计 (2.15) 和 (2.16). 下 面 给 出 形式 


的 推导 . 由 条 件 (2.12) 可 见 


Elop) =+ Vol+ f Vena 
>u + ul + | V(u(t))ae 


+1 
>|u:l|2 + Vull2 一 oa + Cllwll233 


2||uell — a” lullz. 


B y(t) = allu(t)|l2, 则 


. d 
2u(ty(t) = a8 | Ode = a? f 2ueuder < 202 fula] 


由 此 可 见 
ý < allu(t)ll2 < o( 尼 十 ou 人 8) = a(B + 9”)? 


注意 到 J dy/\/1 +42 = arsinhy, 两 边 积分 


dy/VE 
| ae | 


—aresinh (2 y(t 2 < arosinh( 2e 4. | + a(t — to). 


VE 
sinha ”, sinh(a@+ 8) = sinh a cosh 8 + sinh 8 cosh a, 
所 以 
2 
Y Yo yN 7 
VE < rR ohal —to))+4/1+ (2) sinh(a(t — to)), 
整理 就 得 


y < yo cosh(a(t — to)) + VE + lyol? sinh(a(t — to)). 


将 y 的 表达 式 代 入 上 式 , 整理 就 得 


(2.19) 


(2.20) 


(2.21) 


(2.22) 


lu(bla < lllz cosh(a(t — to)) + VE + opl2 sinh(a(t — to)) = e(t — to). 
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其 次 , 由 条 件 (2.19) 就 可 以 推出 


lall + Vuol + Cu lr SE, v) + alut). (2.23) 


注意 到 


elt — to) =ally|l2 sinh(a(t — to)) + y Elp, Y) + a? ||9||§ cosh(a(t — to)) 
>V E + allele - 


根据 cosh? a — sinh? a = 1, 就 得 


é(t — to)? =E(y,y) + a7e7(t — to) 
> || u(t) 13 + Vul? + Cult) let. 


fic 2.2 ” 非 线性 波 方程 与 非 线 性 Schrodinger 方程 的 最 大 区 别 在 于 它 缺 少 
L 守恒 等 式 . 故 近似 解 无 法 在 L 范 数 意义 下 逼近 u(t). 非 线性 函数 V(w) 的 弱 下 
半 连 续 条 件 可 以 保证 能 量 不 等 式 成 立 , 而 凸 性 条 件 是 V(w) 弱 下 半 连 续 的 一 个 充分 
条 件 . 另 一 方面 , 在 保证 解 的 唯一 性 的 合适 的 条 件 下 (对 非 线 性 函数 的 假设 ), 可 以 
去 掉 V(u) 弱 下 半 连 续 的 要 求 , 同时 亦 能 保证 解 满足 能 量 等 式 . 
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为 了 获得 解 的 唯一 性 ， 需要 对 非 线性 相互 作用 项 作 更 强 的 假设 ， 用 基本 假设 
(H3) 代替 基本 假设 (H1), 即 
基本 假设 (H3): fs Ci(C,C), f(0) =0, n > 2, 
1D) = max f |L] 25 


} < C(1 + |z|P7}), (3.1) 


这 里 
0<p-1< -一 (3.2) 
显然 (H3) => (H1), (3.2) 意味 着 Ht > LH X = H!, X = H! Q R. 
当 n < 2 时 , 采用 压缩 映射 方法 , 可 以 直接 在 形 如 C(R; Xe) 中 证 明 (0.1) 解 的 
存在 性 及 唯一 性 . 然而 , 当 n > 3 时 , 唯一 性 的 证 明 需 要 Strichartz 时 空 估计 ( 见 引 
理 1.4 ). 直接 验证 , 自由 波 方程 的 解 K(t)w + K(t)y 满足 估计 : 


KOY + KOl < tlll + lyllz (3.3) 


为 了 证 明 弱 解 的 唯一 性 , 需要 如 下 细致 的 非 线性 估计 . 
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引 理 3.1 设 fe Cli(C,C) 满足 
If'(z)| < Colz?!, 1<p<oo. 


WO0<A<11<l<k<w,l<m<uwok 


则 
Flay <Cllullgy lu。 


特别 , SB AH=1,1<l <2= k= m, RA 


Ila, < Chlull ss lull. 


£/,2 


证 明 ”上面 的 非 线性 估计 的 合理 性 与 正确 性 从 尺度 关系 


入 -工人 入 -了 工 工 


L k s 
就 可 发 现 . 记 ryu = u(x +y) — u(x), 注意 到 


[Ty f(u) — f(u)| < J f'(atyu + (1 — a)ju)da - (Tyu — u) 


1 
<Iryu — ul f if’ (aryu + (1 — a)wlda 
0 


及 齐 次 Besov 空间 Bo, 的 定义 


lv; BA,|| = ( f ( sup àr — ol ) +) 
0 \Iyl<t t 


及 Halder 不 等 式 就 得 


sos, = ( sup tòr f(u) — role) 9 


jyl<t 


CO 
<( f ( sup tru — ula 
0 ly|<t 


<|lullpa lw 一。 


X A= 1 时 , 注意 到 
HM =È}, Bh, 


(3.4) 


(3.5) 


(3.6) 


(3.7) 


(3.8) 


(3.9) 
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上 Cola SVGolle < [VullallluP ls 
Sllull a; ,lvl s- (3.10) 
引 理 3.2 Bn 3, f(u) MERE (H3), 设 了 是 一 个 开 区 间 , to € I, (p, Y) € 
H! @ L?, u(t) € Le (I; H!) 是 Cauchy 问题 (0.1) 的 弱 解 . 设 q,r, p 满足 
0 < ô(r) < > 2<r<o, 
1 


0<ptd(r)-1<5, (3.11) 
p<1- f(r), 
- > 0 十 6(r) 一 1 (3.12) 
则 u(t) € LEU; Be), 并且 对 任意 的 紧 子 区 间 JCI, tocJ 有 
lull rage < Culzean je P) Lx). (3.13) 
特别 , 当 ” < co 时 , 有 
lulz < Cleat) len) (P,P) x) (3.14) 
这 里 用 到 FP, 在 > = co 时 无 定义 . 
证 明 5 (0.1) 等 价 的 积分 方程 是 
u(t) = K(t —to)p + K(t — to) — [ K(t —r)f (u(r))dr. (3.15) 


为 方便 起 见 , 引入 参量 o = p + 6(r) - 1, 此 时 (3.11) 中 的 第 二 个 条 件 就 变 成 了 0 < 
o< 1/2. FER r WL 2 <r < o (BM 1 < a(r) <2), 0 A o" 满足 


0< <o"<o'+e<1/2, c 充分 小 待定 . (3.16) 


WE: Vult) € Hn Bo K(t)f(u) c Be, 满足 


oli 


IKEF) Beall < MA + ETIA + lult); BEaIY)), #40, (3.17) 


这 里 yy wEO< y<1,0<v <1. M = M(7,v,e, llulla), 但 不 依赖 于 p 与 p". 
由 (H3), 分 解 f = fit fo 使 得 


fi(z)| < C, |f2(z)| < Cle. (3.18) 
下 面 分 别 估 计 fi, fo 在 (3.17) 中 的 贡献 . 由 Sobolev RAE, 


[KO f(g < CE flu); Bo” || < Clu; A (3.19) 


- 60 - 第 2 章 弱 解 的 时 空 可 积 性 、 唯 一 性 及 正则 性 


这 里 用 到 了 一 全 一 了 一 -2 (等 价 于 o" = p + tr) — 1), (3.19) 的 左边 可 以 被 
(3.17) 石 边 的 第 一 项 所 控制 . 下 面 考虑 f(u) 的 贡献 , 由 L 一 L 估计 及 Sobolev 


KAEH, 就 有 


[K fo(u); Beall < KO f2); Bi 7 || < Ct || fa(u); BA oll, (3-20) 


这 里 su 
r>l22, azo" WO (3.21) 
| 
此 处 用 到 1 py 1 LEA 200) 
ron | n A 
o” = p" + 6(r) —1, n 
注意 到 O< 0" <1/2,2<L< 0, 就 知 0< 入 <1. 由 引 理 3.1 可 见 


| fo(u); Bè all < Clu; Beall - Ius, (3.22) 


这 里 

TSAO) (3.23) 
下 面 通 过 2, Bi, (= H) 及 B?, 范 数 及 插值 公式 来 估计 (3.22) 的 右 端 . 注意 到 
6(7) > 1, 因此 

A`zo" >a 2p, (3.24) 

这 里 用 到 yaar 4 WO a <o! <a +e Ro =p'+6(r)-1F. 
(i) 首先 用 Be, 与 H! (更 具体 地 是 Hed < o <1) 的 范 数 来 控制 BA, 的 范 数 
的 条 件 是 


1 一 入 
0 < ôk) < 6(r)- F (3.25) 
这 里 用 到 
1 0 1-86 1 一 入 
一 / _ < / _ 二 一 一 LOO 0 < 
A= 6p +(1—8)o< Op +(1-86), =-+— iy 


(ii) 控制 Lw-Ds 范 数 需要 分 三 种 情形 : 
(a) (p—1)s > 2*, p' < 0. 此 时 LO-Ds( B? ysa) 范 数 用 Be, 与 万 = B}, 
范 数 来 控制 , 需要 
1 g! 十 1 一 p' 


sp- 1)) = 1 = Se Si+ 
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这 里 用 到 


0=6p'+(1—6 
p +( ), Spo) 5 


(b) (p—1)s > 2*, p > 0. 注意 到 oa = p' + 6(r)-1 Ro < 7 就 有 


1 1 p oe . ae 
i == - - 全 ， Fe-0s 范 数 用 L 与 L 范 数 来 控制 , 需要 


1 1 一 
—+_ 2,178 O<@<1. 
r 


因此 , 就 推出 所 需 条 件 : 
6(s(p—1))=065(7)+0p <1+o.. 
(c) (p—1)s < 2*. 此 时 Lw-Ds AA L 与 A 范 数 来 控制 , 需要 
6(s(p—1)) < 6(2*)=1<1+0'. 


综合 上 述 情 形 , 就 是 


0 < d((p—1)s) < 14min {o', =| = 二 一 (3.26) 
或 等 价 地 有 (两 边 同 乘 以 (p — 1) 就 得 ) 
e-D(3-1-T2 ) <"<@-v, (3.27) 


这 里 p4 = max(0, 土 p)( 此 处 第 二 个 不 等 式 表示 s(p— 1) > 2 即 能 插值 的 条 件 ). 为 
确保 上 面 插值 的 可 行 性 , 需要 取 合 适 的 使 得 (3.25) 与 (3.27) 成 立 . 事实 上 , 只 要 
条 件 


(p—1)3 > 5(0 (3.28) 
与 
n g' 一 入 
g po € = I+ ) < AE) + òlr) TT 也 (3.29) 
成 立 


条 件 (3.28) 在 p 的 容许 范围 内 是 可 以 保证 的 . 事实 上 , 由 6(O) < lr), 5(r) Hi 
XE 0<pt+d(r)-1< 5 5 p<1-B(r), 只 要 取 r 满足 
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1 = Br) +ó) -1< 5 ee 7) <1 er< in 2 2*(n — 1). 


注意 到 5(O) < S(r) < 6(2*(n — 1)) = n/(n— 1), ARAB (3.28) 成 立 , 仅 需 


n n 
一 人 一 > 
(p )5 一 


RX, 即 p - 1 > 一 ,这 是 局 于 p 所 容许 的 范围 之 内 
下 面 证 明 (3.29) 成 立 的 可 能 性 , 注意 到 
l+o'—p'=d(r), o” <o'+t+e, A= ao" +——, 


我 们 断言 


就 可 说 明 (3.29) 成 立 . 事实 上 , 仅 需 证 明 


1+4() -e= ri 1+te+ E2 < d(£) + 6(r)— 


即 


5(01 _ 6(r)(1 — ) 


/ . 
1-2 ~¢~—" _|6(r) -1 一 一 | < 
E lit) 十 E 十 ©) 


sao -oi - 2 -o (6) -1 464 “| < (r)(1- o” - =) 
=n (1-42 2-0") < 5(r)(1- 0" 9), 


YER —o” > —o' — e 就 可 获 断 言 成 立 . 
方法 I 4o' =0 时 , (3.30) 就 可 归结 成 


p-1<2(14+ y(2) —e€)/(n — 2). (3.31) 


因此 , RER y(4) =1—c, 上 式 所 确定 的 范围 
4(1 — &) 
pr 1S 2 


就 是 所 容许 . 对 于 of > 0, 在 p 的 容许 条 件 (3.31) F, 


(n—2)(8(r) -1 46+ ŽI) <20 sa 20-04) (3.32) 
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蕴涵 着 (3.30). 事实 上 


<(n—2)(1+7() -= €) — y ke 一 1 十 < 十 Zo (n—2) (3.33) 


这 里 用 到 (1 — p) = (1+ p_)(1— p). 
4 p' <OW, (3.32) 就 可 归结 于 


(n — 2)y(r) < (n = 1)(1 — £) + (8). (3.34) 


取 (A =1—e, y(r) < (l—e)n/(n — 2), (3.34) BAR. 特别 , 最 简单 的 取 法 是 
y) = y(r) =1—e. 
当 p > OW, 注意 到 o — 6(r) =p'-1, p= p, > 


a= TEED, 


则 (3.32) 可 归结 于 证 明 
6(7)(1— A) <1-e- xo — Ao’. (3.35) 
事实 上 , (3.35) 等 价 于 


6(r) + A(o’ — 6(r)) <1-—e- 6) 


2(1 ETNA) (DT € _ w 


一 (5 一 工 十 E 十 o (n— 2) <2(1- £+) -— p4). 


<=>d(r) + 


由 (3.35), 仅 需 对 于 0 < o < 1/2, y(r) =O =1- e, RE e < 5 就 能 确保 
(3.35) 成 立 . 事实 上 
a—e)(1- 2) m-a n—14(1—€e) / l-e 


n—2 n © n n—2 © n 
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eee ee ”一 人 


1. 21 一 e) 2(n — 1) , ~ 21 ~€) n—1 


n n— 2 n(n—2)° >` m-2 n(n—2)’ 


这 就 意味 着 。 < =. 
FAI ”由 (3.31) 仅 需 证 明 


_1 
(p ey 1—p 


(= 1)(1— p4) > d(r) -ite+ 
取 ?7(r) =) = 1 - es 上 式 归 结 为 


2(1 — €) 
nl 


(p—1)(1—p,) > 


注意 到 p< 3, 因此, RE p> OO, ise p 的 条 件 所 容许 的 


Sx CI PBT AY WL, 对 于 (3.22) 右 端 两 项 进行 插值 估计 是 可 行 的 . 注意 到 


总 可 以 选取 k 和 s 使 得 
A+ 6(k) 一 1 与 5((p 一 1)s) 一 1 AS. (3.36) 
事实 上 , > 


A+5 内 一 1=0 一 让 = 一 人 
i((p—1)s)-1=0 = — = GAP). 


=> A+ 6(k) -1<0, 


=> A+ 6(k) -1>0, 
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1 1 1 


、 1 1 
H+ A L k 7 > 0 取 
1 1 eel 1 1 œ 1 
k ke 2 ke’ 8 8 2 ”ask 
这 种 取 法 确保 (3.36) 成 立 . 


情形 1. WR A+ 5(k) — 1 <0, 6((p — 1)s) — 1 < 0, 则 利用 插值 公式 
H! — Bgo ~ (H*,L?)g,, HY > LODS ~ (HY,L’)o,. 


这 样 一 来 , (3.22) 的 左边 可 用 lulla: 来 控制 . 
情形 2. 如 果 入 十 6(k) 一 1 > 0, 56((p 一 1)s) 一 1 > 0, 则 利用 插值 公式 


Br» ~ (H*, Bea) 6, => LP?-Ds, 


得 
LDN , < CIVul "ul. (3.37) 
这 里 
(p — n(5 一 1) = (L) +1—A+t+v0' (3.38) 
是 尺度 等 式 


1 À 1 1 1 
von =0-A(5-5) (人 
的 变形 . 将 估计 (3.37) 代入 (3.20), 结合 (3.20), (3.19) 就 可 得 估计 (3.17). 条件 
v <1 就 归结 成 
(p— 1) (5 -1) <6(@) +1—A+0! 


=5(0) 41-0” "9 4 


=y(£) +1- 0o" +0". 
AR y(t) =1- s, HERB) o” <o' +e, 上 式 成 立 仅 需 


4(1 — e€) 
nm2 ` 


(p—1)< 
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下 面 来 利用 (3.17) 证 明 引 理 3.2. H u © Te(T; TD， $ ZU BP.) 使 得 
Hic, BP. Me>0 充分 小 ,7 满足 y(r)=1-c. M 


2(n—1) 小 能 保证 Sir 


HO=c=p+do(r)—1, OR p 所 容许 的 最 小 值 是 


_ ] — _(1— 
omin = 1 —n 1 n 3 十 2 _,_ -e _ ( ne) 
2 2(n—-1) n—1 n—1 


此 外 , p 所 容许 的 最 大 值 是 


pmax <min — B(r), > — a(r)) 
7 (n+1)1—e) 1 1-ne 
=min (1 - 2(n—1) °2 E) 
1 1-(+1)= 
2 n— i1 
就 积分 方程 (3.15) 进行 迭代 估计 , 取 o" = pmin +e, 
= 2(n-1) 
= n=3+2e 
eo pro) -Ia 0-4 = pan +8) 


由 Strichartz 估计 就 可 推出 


CE) lise SIKE- to) yp + K(t — toy; LIR; Pe) 


+ || or 


<Clll¢llzn + lilla] 


t 
rul f (+ (1+ |lu; Bes al? ))ar 
to La(J) 
<Clllpllin + llla] + MCA + lju; LJ; BY) |"), (3.39) 


这 里 M = M(|lullq:). (3.39) 最 后 一 项 的 有 界 性 可 由 
vq 4= 5 = 


PRUE. 这 样 , 经 有 限 次 迭代 之 后 , 可 以 获得 


La(J) 
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. 1 
we LIS; Bra), Pmin S P < Pmax; q =0, 


并 且 
[ui go < C, lel ga + lla lal) ars) 
这 样 ,对 于 y(r) = 1 一 e(e > 0 充分 小 ) 且 满足 (3.11) 的 (o,r), 证 明了 引 理 3.2. 
对 于 一 般 的 (p,7), y(r) > 1, 利用 Sobolev 嵌入 定理 即 可 获得 引 理 3.2 的 结果 . 
事实 上 , 对 固定 的 “ = p+ 5(r) -1 TAR m 满足 


1 
7 = pı +ô(rı)— 1, y(ri) =1—e. 


在 此 情形 下 , B”, 一 B?,. 
对 于 0 < 7(7)<1 的 情形 , 可 用 已 知 的 情形 与 Lo; H1) 有 界 进行 插值 获得 . 
关于 Sobolev 型 空间 的 情形 , 利用 Sobolev RA EM 


e e e . . J 
Oo Oo Oo (on o Oo 
Br 2 一 Ayo Bop 及 Bory 一 Hy — Bor 2， 


即 可 获得 引 理 3.2 的 证 明 . 

命题 3.3 wf 满足 (H3), 7 是 一 个 开 区 间 , to €T, (p,p) € H' @L?, 则 至 多 
有 一 个 解 ve L®(I; H!) 满足 (0.1) 或 (3.15) (D'(I; H»). 

WA ANER n > 3 的 情形 . 设 ult) ut) 是 (0.1) 或 (3.15) 的 解 , 则 


u(t) — ua(t) = — , K(t—7)(f(u1(7)) — f(ua(r)))dr, (3.40) 
这 里 积分 是 在 L? 意义 下 的 积分 (完全 由 (2.6) 决定 , k= 0). 
W r 满足 
0< 7 =4(7) < i, 2<F< ans) = 2*(n +1), (3.41) 
并 将 f 分 解 成 fi + fo 来 予以 估计 . 
[KE — 7)(fi(ur(7)) — fı(u2(T)))ll < Clt — 77) — u2(7)ll7, (3.42) 


这 里 用 到 Peral 估计 |K (Ove < Cllwll*, 其 中 WE) < 1. 下 面 来 估计 fo 的 贡献 
IKE- 1) (fae (7) = fa(ualr))) lle SIK E- 7)(falur(r)) = flut), 
<Clt = 7 fall) ~ folul) gape 


<Clt—7| 7 || fo(ua(r)) — fa(ua(r))lls, (3-43) 


- 68 - 第 2 章 弱 解 的 时 空 可 积 性 、 唯 一 性 及 正则 性 


这 里 
n 1 n+l n 
一 一 一 一 一 1 r). 3.44 
=z +, Baldr) (3.44) 
FXE, 
1 1 20(7)—1 1 1 1 no 1! nt+l 
s 7 n 2 2n nr 5 F 2 7 
1 1 1 n+1 n n—1 n+l1 _ j 
二 = 一 = 一 一 = 一 = 1 = 1. 
5 t7 nr 2n 人 r + y(7) + Y+ 


l|ui(t) — wa (bl < sup  |lui(r) — u2(7)||7 
to<T<t 


2 
zl —1 
x { tol htol E S la vcs ce) p (3.45) 


j=l 


<1-¥%. (3.46) 


2n 
n— 2 


那么 就 可 用 lulla 来 估计 (3.45) 的 最 后 一 项 . 如 果 


(p — 1) < 2* = 


? 


— 2n 
—1)£>2* = —_, 
(p— 1) > -23 


则 可 用 引 理 3.2 在 p = 0 情形 时 的 估计 , 只 要 存在 7 使 得 


1<d6(r)<3/2 及 2<(p—1)h<r, (3.47) 


Dn > j(p - 1) -1, (3.48) 


就 可 以 用 t 和 luilla, lulla 来 估计 (3.45) 右边 的 第 二 个 因子 . 条 件 


(一 DC>2 


是 在 p 容许 范围 内 , 这 里 无 妨 取 p - 1 接近 ,而 由 


, ~ n-li n , n— 1 2n 
y= (7) n+l’ 2 ry Toad n+1 
_ 1. 4- 1 
—(p- D>2(p-1) >z 2E. 2IL za 
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FÆ, 条 件 (3.47), (3.48) 就 可 归结 于 证 明 


-1< +t -r = 2(14+7')/(n — 26(r)), (3.49) 
1 > (p— 1) (3 一 - (1+7). (3.50) 


显然 , 如 果 p HAO <p-1< L, 就 可 推出 满足 (3.46) 和 (3.50) 的 m 存在 . 条 
件 (3.49) 在 (H3) 下 就 归结 为 证 明 


(1+ y')(n — 2) > 2(n — 26(r)). (3.51) 
显然 , 在 y 与 5(7) 的 容许 范围 可 以 确保 (3.51) 成 立 . 事实 上 , 由 
, n-li 3 
OSY SFT 1<ô(r)< z 
, n-l 3n 
Mey! = O = sepa BA 


CT (nS) T 
这 样 , WE (3.45) 式 的 两 边关 于 t ER 如 的 小 区 间 上 取 上 确 界 , 就 得 
uilt) = ue(t), te [to —€,to +e]. 
KARR EAX — a DE 
u(t) =ue(t), tel. (3.52) 


在 定理 2.2 或 命题 3.3 中 , 我 们 获得 了 弱 解 的 存在 性 与 唯一 性 . 除 此 之 外 , 解 还 满足 
能 量 守 恒 (即使 没有 对 V 施加 弱 下 半 连 续 的 条 件 , 仍然 如 此 ). 从 守恒 积分 可 以 推 
出 关于 时 间 的 正则 性 , 即 在 能 量 空间 中 的 强 连续 性 . 
命题 3.4 W f(u) 满足 (H2) 及 (H3), to E€ R, (y, y) € H! & r. W) (0.1) 存在 
唯一 解 u(t) € C(R; H!) m CIL(R; L?(R”)), w(t) € C(R; L?(R”)) nC (R; H71), 并 且 满 
足 估计 
llu(t)|l2 < e(t — to), (3.53) 


lall + Vulli < e(t — to)” (3.54) 


及 能 量 恒等式 
E(u, u(t)) = Elp, y), VER (3.55) 
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这 里 e(.) 式 由 (2.17) 给 出 . 
证 明 ”由 定理 2.2 及 命题 3.3 可 知 (3.1) 存在 唯一 解 u(t) e LO (R; H!) 满足 
u € Co(R; H!) NC (R; LRN 门 COR; I”), 
ù € LY.(R; L?) N Cu (R; L?(R”)) ACIR: H~*), 
及 估计 (2.15) (2.16), 这 里 


atr) =1-<4(r), 6(r) = "(3 — =) 


估计 (3.53), (3.54) 就 是 (2.15), (2.16) 的 直接 结果 . 先 假设 能 量 恒等式 (3.55) 成 立 ， 
再 来 证 明 命题 3.4 的 其 他 结果 (能 量 恒等式 (3.55) 需要 采用 逼近 方法 , 在 后 面 予 以 
证 明 ). 
注意 到 u(t)e 门 ” C*m(R;L"(R")), 由 能 量 公 式 
2<r<2* 


[DONE + Vu)? = Ele, Y) - J V(u(t))de. (3.56) 
因此 , laH + Vule 13 是 + 的 连续 函数 . E S EEEE (u, últ) € 
C(R; H! @ L’). 

下 面 证 明 能 量 守恒 等 式 . 为 此 , 采用 正则 化 技术 , 取 0 < h(x) € CR) 满足 
lh(æ)ll = 1. wW 
相应 地 
E; (u, W(t) = a2 + Vu IB + f Vs + wae, (3.57) 


考虑 正则 化 方程 (积分 形式 ) 
u(t) = K(t 一 to)h,; * p + K(t 一 to)h; x Y — , K(t 一 T) fi (u(7))dr. (3.58) 
由 抽象 Segal 定理 , (3.58) 存在 唯一 解 wj(t) € C(R; H!) 满足 


(uj, ùjt) €C(R;H**' @H*1), VkeZ, (3.59) 


AE? 中 满足 
uj 一 Au; 十 fi (uj) = 0. (3.60) 
进而 , 直接 验证 u; 满足 能 量 守恒 


Ej (uz (t), u;(t)) = Ej (hy * p, hy * p) (3.61) 


PAIR vem ka Sir nem EARN SIE: BAE Wah MAn ai pis Aa ao ESSE SOME SR aR saan o mn men a Tees boom asoa E 
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及 积分 不 等 式 
[wj (Dll2 < ey(t — to) < E(t — to), (3.62) 
las Hll + [Vull < él(t — to) < E(t — to)’, (3.63) 
这 里 ej ë KAF (2.17) 中 所 定义 的 e, 不 同 之 处 在 于 Ely, y) 分 别 被 
Ei(hy* ph;*y) Be E= supEi(h;* p, hj * p) (3.64) 
J 


所 取代 . 进而 , 由 引 理 3.2 可 见 , 对 于 gr 满足 (3.11) 及 - =p+6(r)-1 有 


Uj (t) € L? 


loc 


(R; HP"). 
特别 , 对 任意 紧 区 间 I, 
lus); LAT; Ho) < Clll + lella, Emax(7)), 
这 里 用 到 hjr 在 B?。 上 是 压缩 算 子 及 
Emax( 了 ) = sup e(t — to) < œœ. 


下 面 证 明 , 对 Y2 <r < 2* 及 任意 紧 子 区 间 , 在 CUI L) 中 有 uy 一 > v( 证 明 能 量 恒 
等 式 , 仅 需 证 明 wj; 在 LT 是 逐 点 强 收敛 于 u 即 可 , 这 里 证 明 的 收敛 更 强 些 ). 首先 
证 明 

n— 1 

n+l 

这 一 步 本 质 上 是 重复 了 命题 3.3 的 证 明 , 比较 (3.15) 及 (3.58), 就 可 以 推出 


w(t) — u(t) lz <C]t — tol |h; xp — ylle + Clwt O (hj * yp — vp)ll2 


+ J IKE- 7T)(hy * f(u(7)) — f(u(7)) rdr 


(3.65) 


t 
+ J (llh; * u — ull + s(n) — ull) M;(t,T)dr, (3.66) 
这 里 =14+7(7) y, 
Mi(&,7) = Ofle = rl + lt = rl ((lu(r) IP + lus (DIP yg (3.67) 
用 到 了 如 下 事实 ; 


| [IK(t — 7)(h; * po — pll < [Vh *e — le, 
|K(t—r)(hj * 9- p)ll2 < Ilh; * Y- olla 
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IKE- 7) (hy * p — Pla S [lw (hy *  — o)l, 
= KG to)(hy * Y — Wl S VKE- 7) (hy * Y -= H)ll2 S lihi * Y — yl 
[KE — to) (hs xb — Y)lle S lt — Tilhi * Y- Ylle 
=|| K (t - 7) (h; * Y -pl S lt = TPO ilh; *y — W)lle 
及 


h; x f(hj * uj) — f(u) =h; x f(u) — flu) +h; «| f' (ah; * uj + (1 — a)u) 
| x (hj xu — u + hj * (uj — u))da. (3.68) 
与 命题 3.3 类 似 , 将 f(w) 分 解 成 f(u) = fi(u) + flu), 然后 考察 它们 在 (3.66) 右 端 
项 估计 中 的 贡献 . 注意 到 u(t) € C(R; L7(R")), 容易 看 出 
Ih; * u(t, x) 一 ult, £)|\7 - [Rj * u(T, z) — u(T, x)|\7 
<||hj * u(t, x) — u(t, x) — hj * u(t, £) + u(r, 2) lz 
<||hj * (u(t, x) — u(r, £))||z + luft, x) — u(r, 2) | 
<2||u(t, z) — u(r, z)|l-. 
因此 , 函数 序列 hj x ult, x) 一 u(t,z) 关于 时 间 变 量 等 度 连 续 . 这 样 , 在 任意 的 紧 
子 区 间 中 有 
jim, |h; * u — ulla = 0. 
太一 方面 , 由 引 理 3.2( 对 于 uy 成 立 类 同 的 估计 ) 及 命题 3.3 的 证 明 过 程 ， 推 出 
My(t,7) 关于 7 RETR, | Mt- rdr 关于 j 一 致 有 界 并 且 


jim f M;(t — T)dr = 0. 
注意 到 
AE — 7) (hy * F(u(r)) — Fur) lle < 2K E- 7) l))r, 
及 
[K E- 7) (hy * F(u(r)) — f(u(r))) < lt = 7] hy x F(u(r)) — Fl) 


由 Lebesgue 控制 收敛 定理 知 (3.66) 式 右边 的 第 一 个 积分 项 趋同 于 0( 4 j 一 eco 
时 ). 注意 到 ~y(7) < 1, 在 (3.66) 两 边关 于 上 在 为 的 小 区 间 Ito- n, to +n) EREM 
界 , S j 一 co 就 可 以 推出 


vw; 一 wlla 70, t€ [to 一 n,to 十 中 ， 7 > 0 充分 小 . 
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由 迭代 方法 就 可 以 证 明 VI cR 紧 , 有 
u; — ullz — 0, tel. 
一 般 地 , 由 于 lujillze Ra <C< 00, X v2 < 7 <2", 有 


u; — ullr < luj — ull? u; 一 ullin? 一 0，0<0<1l (3.69) 


或 
lu; — ull- < llu 一 可 2 一 可 于 2 一 0，0<6<1 (3.70) 


下 面 证 明 || ws 一 ullecr;r2) 一 0. 对 于 任意 VICR BE 直接 计算 
luz (t) — u(t) la <[t — tolllhy * Y — plo + Ilh * 9 — oll2 


+ | IKE- Ds * FUC) = Ful) adr 
4 c | It — r|(|lus(r) - ulr)ll2 + llh; * u(r) — (7) la)dr 


t 
一 1) 
+o |/ (ld + ONE, 


x (hy * u — ull» + llu;(7) — ul) Nr) qr, (3.71) 
这 里 用 到 
[0 
Siel ye + luse dally * u(r) — ul) + lus = allel, (8:72 
其 中 2 <r < 2*. 可 以 选择 r 使 得 u, u; e LR; LO-Y(R")). 这 需要 使 ORE 
max { (1) (G1) -1} <$ <2 (3.73) 
事实 上 
(0-D-1<3 < 
ip-00-7=1 < 
(Pp-1)0)-1<—— = (p-1) (S$ -1)-1< 5 


2 n 
2—-——,1}]<-<2. 3.74 
max ( 一 一 ) 7 < (3.74) 
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容易 看 出 
VI 是 紧 区 间 . 


CU;L"(R")) C(I;L*(R")) 
j 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 u, 


lim u u => lim Uj 
了 7 一 Co 7 一 co 


由 (3.61), (3.62) 关于 u; 的 一 致 性 估计 及 在 C(I; Zr(R?)) P u; > u (2 <r < 2*), 
采用 紧 性 原理 , 可 以 推出 在 几 类 不 同 的 拓扑 下 的 收敛 性 , 这 些 收敛 性 可 用 于 有 限 维 
近似 解 收敛 性 . 特别 , 对 任意 紧 子 区 间 7, 

uj >u, ce(T; H”), 

a; >a, L®(I; I). 
此 处 收敛 是 序列 自身 , 而 非 子 序列 . 这 里 用 到 : 如 lila <C, H # Hilbert 空 


间 且 f; 的 任 一 子 序列 {fjx} 均 有 一 个 相同 的 弱 * 极限 点 f, 则 f; 一 f， 由 于 
lula <C, vieI 及 


luz) — ull +0, J > 00, 
由 引 理 1.4 就 推出 

Jim uj =u, #6 HY 意义 下 . 
下 面 来 证 明 

u(t) — u(t), € LR”) 中 . 


由 方程 (3.60) 可 见 , w(t) Æ 五 -! 中 Lip 连续 (关于 j 一 致 ). 另 一 方面 , 由 估计 
(3.54), lul: 一 致 有 界 . 因此 {i (H) 在 L 中 是 弱 紧 集 , 仅 需 证 明 {i} 仅 有 一 
个 弱 聚 点 w(t) (BVA SSR). EDA, 存在 子 序列 仍 记 {tj(t)} 在 L 中 弱 收 
HF x, 那么 ,对 V9>0 和 we H H 


t+0 
-> / Co (lt) = slr) + (an) = ts (r) 


+ (tg (7) — ùz (t)) + (ùz) — x))dr 


=l; + l + Is + I4. (3.75) 


因 u(t), zj(t) Æ H- 中 一 致 Lip 连续 , 故 


(v, u(t) — x) 


limi =0, lim h = 0. 
0—0 0—0 
A uj 25 w(t) Æ L%(I; L) 中 成 立 及 
ùt) 一 x, ELR) 意义 下 . 
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A HG 
lim J =0, lim 4 =0 
7 一 co 7 一 oo 
= >(v,u(t)- x) =0, We H! 
—>u(t) = x. (3.76) 
最 后 来 证 明 能 量 守 恒等式 , 在 (3.61) 两 边 取 j 一 co, 容易 发 现 : 


(1) 由 于 hjx 在 L"(1 <r<o0) 上 收敛 于 单位 算 子 , 且 w 一 V(w) 是 2NLPtl > 
L 上 的 连续 映射 , 则 


jim Bi(hy * p, hj xp) = Ely, 4). (3.77) 
(2) 惟一 方面 
lim V(h; x u)dz 一 f V (u)dz, 
J 一 co JRn Rn 
lim Juy) ~ uflar = 0, 
因此 
Jim MOR HIVYO) = Bev) Vear 7 
注意 到 


ùt) 一 > u(t), 在? 意义 下 ， 
wlt) 一 > u(t), 4E H' 意义 下 
=> E(u(t), u(t)) < Ely, y), VvteR. (3.79) 


由 解 的 唯一 性 , 可 以 反 向 求解 方程 (0.1), 可 得 
E(p, Y) < (u(t), lt)). (3.80) 


故 能 量 守 恒等式 成 立 . 


第 3 章 ” 半 线性 波动 方程 的 光滑 解 


半 线 性 波动 方程 的 Cauchy 问题 


nee =0, (z,t) € R" xR, 0.1) 
u(0) = v(x), ui(0)= V(r), ZER 
WF Jorgen 的 研究 , 这 里 

f(u) = ulu, l<p< aa n> 3. (0.2) 


对 应 着 (0.1) 的 HEAR. 当 n < 2 时 , 1 < p < oo 都 属于 次 临界 增 
长 的 范围 (不 存在 临界 增长 指标 ), 与 高 维 情形 相 比 是 简单 情形 , 这 里 不 予 考虑 . 当 
n=3, 1< p< p. = 5 Rf, Jorgen [J] 1961 年 证 明了 (0.1), (0.2) 的 光滑 解 的 整体 适 
定性 . 对 于 高 维 的 情形 (3 < n < 9), Brenner 和 Wahl, Pecher 等 建立 了 光滑 解 的 整 
体 适 定 性 , 见 文献 [WJ] 及 [P1]. (0.1), (0.2) 的 能 量 解 的 整体 适 定 性 由 Ginibre 和 
Velo 在 文献 [GV2] 及 [GV8] 中 解决 (次 临界 情形 ). 然而 , 对 于 临界 波 方程 , 很 长 一 
段 时 间 内 没有 任何 结果 . 当 = 3, p = pe = 5 IN, 在 小 能 量 条 件 


Pe = 


1 1 1 
E(y,w) = ~|Vy|* + =|y|? + — r)a <1 0.3 
(ew) = (Give? + sl? + shor" aa (0.3) 


F, Rauch 于 1982 年 在 文献 [Ra] 中 证 明了 (0.1), (0.2) 光滑 解 的 整体 适 定性 . Struwe 
于 1988 年 证 明了 : 当 v(x) = wv(|z|) € C3(R3), wW(z) = y(x) € C2(R3) 时 ，(0.1)， 
(0.2) 存在 唯一 的 整体 光滑 解 ult) € C?(R x R3)( 见 文献 [Str]). 1990 年 , Grillakis 借 
Bit Morawetz 估计 , HRS Struwe 关于 径 向 初 值 的 假设 , 证 明了 对 一 般 的 光滑 初 
值 p(x) € C?(R3), y(x) € C2?(R3), (0.1), (0.2) 存在 唯一 的 整体 光滑 解 ult) € C?(R x 
R”)( 见 文献 [Gr1]). AA, Kapitanskii 在 文献 [Kal] 中 用 完全 不 同 的 方法 , 巧妙 地 使 
用 Strichartz 估计 , 建立 了 (0.1), (0.2) 的 部 分 正则 解 的 存在 唯一 性 . 进而 , Grillakis 
结合 Strichartz 估计 、Morawetz 估计 证 明 : 当 3 <n < 5 时 , 临界 问题 (0.1), (0.2) 光 
请 解 的 整体 适 定 , 见 文献 [Gr2]. 与 此 同时 , 对 于 n <7, p(z) = glll), (zx) = yw(|z|) 
( 即 径 向 对 称 初 值 ) 的 情形 , 亦 给 出 了 (0.1), (0.2) 的 整体 适 定性 .随后 , Shatah 和 
Struwe 证 明了 : 当 n < 7 时 , 临界 问题 (0.1), (0.2) 光滑 解 整 体 适 定 ( 见 文献 [SS1]). 
关于 能 量 解 的 情形 , Shatah 和 Struwe 在 文献 [SS2] 中 给 出 了 临界 波 方 程 (0.1), (0.2) 
在 能 量 模 意义 下 的 整体 适 定性 . 


3.1 问题、 结果 及 证 明 的 归结 . 77 . 


3.1 问题、 结果 及 证 明 的 归结 
以 Rs 为 例 , 考虑 半 线 性 波动 方程 的 Cauchy 问题 


Du=—fi(u), (x,t) € R? xR, 
p x)= p(x), us(0,7) = Wx), ze R. (1) 
为 确保 (1.1) 整体 光滑 解 适 定性 , 需要 如 下 基本 假设 : 
(H1) f(u) € C?(R) 满足 有 (0) = 0 及 徊 函数 增长 条 件 : 
| 大 (和 Co(1 + |ul*~*). (1.2) 
(H2) EF ERF: 
F(u) = [ fr(T)d7T 20, [ult < C1(1 + Fi, (u)). ~ (1.3) 
(H3) X k = pe = 5( 临 界 非 线性 增长 指标 ) 时 , 进一步 假设 
ufklu)— 4Fk(u) >0, ful > 1. (1.4) 
注 记 1.1 (i) 条 件 (H1) 意味 着 | 
Fi,(u), ufe(u) < Co(\ul? + jul**). (1.5) 


(ii) 特别 , 当 felu) = ws5 时 , 它 满足 (H3) 中 的 不 等 式 (1.4)， 此 条 件 在 建立 
Morawetz 估计 时 是 需要 的 . 

(iii) PAIK (1 < k < 5) 的 非 线性 项 , 不 需要 条 件 (H3). 容易 看 出 ， 
对 于 特殊 的 非 线性 函数 f(u) = luktu, 条 件 (1.4) 就 意味 着 是 超 共 形 指标 (B 
k > 3). 

(iv) 为 简单 起 见 , 常用 u 表示 (Oru, Oz, u,-+> , Ox, u). 

(v) 形式 计算 , (1.1) 的 解 满足 如 下 守恒 积分 : 


2 
欲 证 明 解 整体 适 定 , 就 要 确保 在 能 量 中 非 线性 项 的 贡献 (势能 部 分 ) 


J , Fi,(u)dx 
可 以 被 动能 部 分 控制 , 这 就 要 求 k < 5. 从 数学 上 来 讲 , 等 价 于 


H+ (R?) > L1 _(R3)，V9 <6. 


Buut) = | (B+ Bvt Flu) Jar = Bod) (18) 
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定理 1.1 W1<k <5, fr(u) 满足 (HI) 和 (H2). 特别 , k= 5 时 , 需要 假 
设 条 件 (H3). Æ v(x) € C3(R3), y(x) € C?(R3), 则 (1.1) 存在 唯一 的 整体 光滑 解 
u(t, x) € C?(R x R?) (不 妨 在 正方 向 上 求解 ). 
进而 , 如 果 设 fe € C(R), v(x) € C™%(R3), y(x) € C™(R3), 则 
ult, £) € C” (R4 x RË). 


注 记 1.2 (i) 显然 , 定理 1.1 所 考虑 的 情形 包含 临界 波 方程 


然而 , 对 于 聚焦 型 非 线性 波动 方程 
Ou =u? (1.7) 


而 言 , 即使 对 于 Co 光滑 的 初始 函数 (甚至 紧 支 集 的 Cee 的 初始 函数 ), 解 仍然 会 产 
生 爆 破 现象 . 例如 


ult, £) = G) 1-9- 
在 [0,1) x R? 上 是 (1.7) 的 光滑 解 , 自然 在 t 1 时 , 产生 爆破 现象 . 
(ii) 证 明定 理 1.1 时 , 仅 需 对 于 具有 紧 支 集 的 初始 函数 (o(z),w%(z)) 来 证 明 . 事 
XE, 取 x(x) e Cee(R3) 是 径 向 对 称 函 数 , 满足 


x(z) =1, zl <1. (1.8) 


A 
a= xE) wo a 


假设 定理 1.1 对 上 面具 紧 支 集 的 光滑 初始 函数 成 立 , 记 u(t, 1) 是 波 方程 具有 形 如 
(1.9) 的 初 值 时 的 光滑 解 . 我 们 断言 : 当 r 一 oo 时 , u(t) KAF (1.1) 对 应 的 解 
u(t, x) (在 CRH) 意义 下 ). 事实 上 , 对 Vto € R4, > 


Ai 0 = {(a,t), 0 < t < to, |z| < to — t} 
表示 通过 (to, 0) 的 后 向 光 锥 . 注意 到 当 ri, ro > to 时 ， 
Ur, (0, £) = ura (0, £) = p(x), tp, (0,2) = tty, (0,2) = U(x), £ E Ago NR. 
因此 , 由 唯一 性 就 推出 


Ur, (t,x) = Ur (t,£), (t,x) E€ Atyo, 


3.1 问题、 结果 及 证 明 的 归结 79 - 


lim ur(z,t) =u(t,x), (t,x) € Ato. 


1+3 _ 
Ry a J Ato,0; 


to >0 


lim ur = u(t, x), Æ CR xR) 意义 下 . 


在 讨论 与 阐述 定理 1.1 的 证 明 思 路 之 前 , 先 回顾 一 下 半 线 性 波动 方程 的 局 部 存 
在 性 定理 . 
命题 1.2 ”考虑 半 线 性 波 方程 的 Cauchy 问题 (1.1). 假设 


{i € C™(R), fx(0) = 0， oe. 4.10) 
p(x) €C™*1(R3), (x) € C™(R’), 0 
则 存在 相应 T* > 0 与 (1.1) 的 唯一 解 

u(t) + u(t, xz) € C™([0, T*) x R) (1.11) 


满足 如 下 二 择 性 结果 : 
(i) T* = œ; 
(ii) T* < œ A jim, sup |u(t, x)| = co. 
证 明 ”命题 1.2 的 第 一 部 分 的 证 明 是 标准 的 迭代 方法 , 设 T* > 0 是 极 大 存在 
区 间 的 右 端 点 , 则 
Jin, sup |O~ u(t, x)| = oo. 
lalgm 
下 面 仪 需要 给 出 第 二 部 分 的 爆破 准则 . BE ve C™([0,T*) xR3) 是 Cauchy 问题 (1.1) 
的 解 , 满足 
sup |u(t,x)| < A< ov, (1.12) 
(t,x) 


则 ue Cm([0,T*] x RR3). 这 就 等 价 于 (1.12) 意味 着 


sup |O°%u(t,x)| < C(A) < oo. 
(ta) beter 


事实 上 , 注意 到 


Ou! = filu, w(t) = = / 人 (t—s)fuls,2 — (t — s)y)do(y)ds, 
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直接 估计 就 得 
lu! Iho “Igoe + [UE fels, A, osde 
<C +CT [ ws, JIloods, 
利用 Gronwall 不 等 式 就 得 u'l 的 一 致 性 估计 . 类 似 地 , 可 以 给 出 高 阶 导数 的 一 


致 性 估计 , 这 就 意味 着 ve C™-11((0, T*] x R3). 最 后 来 证 明 we Cm([0,T*] x R3). 
对 于 任意 的 |a| =m, h = (ho, hi, he, h3) € R113, 考虑 
| sup |O°u((t,z) +h) — u(t, x)|, t+ ho < TT”, 
w(t,h)=¢ 7 
0, 其 他 情形 . 
直接 验证 
W < ws > su D lu +v) — FO PA s). 
(t,h) < wò(h) + Cr (1h IÈ ER, Fa +) — FOC + | w(s,h)as) 


利用 Gronwall 不 等 式 就 得 


w(t, h) 和 Ch (wo(h) ) 十 sup [FY (u+v) — FO (u)|), 
ja MISGIA 


wo(h) = sup uol, x) +h) — ô“uo(t, x)|, Duo = 0, u(0) = f(x), u(0) =g. 
注意 到 uo € Cm, fk EC™, # |h| 一 0, 上 上 式 右边 趋向 于 0. 这 就 说 明 u 的 m 导数 
的 极 大 模 可 控 , 即 we C™((0, T*] x R3). 

我 们 知道 , 线性 波动 方程 Cauchy 问题 


| Ov(t, x) = g(t, x), (1.13) 
v(0) = p(z), v(0) = y(x) 
的 解 
v(t, x) =F} cos(|€\t)Fy + as Fu 
+f poi sin ett = 7) ae ) po, T)dr (1.14) 


3.1 问题 、 绪 果 及 证 明 的 归结 - 81 . 


满足 如 下 Strichartz 估计 


loll n4¢7;232) Shiel 十 yza + loll L11; L2(R)) 


A ' = 
=||v (0)|za 十 lgl LiT; L23)» (1.15) 


vl| Lo, rey < lv (O)llz2 + llgll eir r2r)). (1.16) 


下 面 来 分 析 定 理 1.1 的 证 明 思 路 .由 注 记 1.2, 在 证 明定 理 1.1 时 , 仅 需 对 具有 
紧 支 集 的 初始 函数 来 进行 ， 根 据 局 部 存在 性 定理 , WE T* < co, 就 有 ult, r) g 
L®([0, T*) x R"). 下 面 的 结论 就 是 想 用 ||- lza 代替 I- om, 的 位 置 . 具体 地 说 ， 
即 证 明 T* = co 或 


T* < 00,  |lu(t, s)| L4qo,T=;L12(R)) = œ. (1.17) 


换言之 , 建立 整体 适 定性 就 归结 为 证 明 u(t, x) € L4AL}2((0,T*) x R3). 
命题 1.3 设 1< 大 入 5 filu) € C? WE (H1), v(x) eC3(R3)，W(z) € C2(R3). 
则 存在 T* > 0 及 (1.1) 的 唯一 解 ult) e C2([0,T*) x R3) 满足 如 下 二 择 性 (其 中 之 
(i) T* = +00; 
(ii) T*< oo, u(t) ¢ L;([0,T*); L} (RS)). 
证 明 ”命题 1.3 的 存在 性 部 分 源 于 局 部 适 定性 , 故 仅 需 证 明 第 二 部 分 . KAR 
证 法 . 设 T* < co, (1.1) 的 解 u(t) € CHI x R?) 满足 
u € Lį(I; L? (R3))， 了 工 = [0,T*). (1.18) 
Pie u 可 以 扩张 成 C2([0,T*] x R3) 上 的 函数 , 此 就 意味 着 
u(t) € L™([0, T*) x RÌ). (1.19) 
由 局 部 存在 性 定理 就 推出 矛盾 . 下 面 按 此 思路 来 证 明 : 设 0 < R< 00 充分 大 , 使 得 


supp y(x), supp ¥(x) C Br(0). 
由 Huygens 原理 , 可 推 知 
supp u(x,t) C Bri2(0). 
由 假设 条 件 (H1) 可 见 ,对 v0<to<s<7T* 有 
` OF (fr (u) Il x32 (to,8] xR) 


lalg1 
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SO(T* — to, R+T*) x X` 6"ullz=dleoaizeRa)) + 》 luul, (1.20) 


lalg1 lal<1 
这 里 | 

lim C(I* — to, R+T*) = 0. (1.21) 

0 一 zk - 


由 Strichartz 信 计 与 Holder PER, 就 得 


sup 2 || 02 u(t) || zers) 


< DL ožu) (to) |Iz2 qs) + C(T* — to, R+T*) > logull sotto,s, eR) 


CIES! la|<1 
+ >》 oz ull Le (lto,s), rer) lull rx- 1(t0,s],L3(k—1) (R3)) (1.22) 
lal<1 


4 k=5 时 , 注意 到 (1.21) 及 


sy llul] 24 ([¢0,8];212(R3)) = Q, (1.23) 


当 to 充分 接近 T* 时 , 有 


sup >》 ||O%u(t,-)\lzeq2) <2 》 ||(ASu)’(to)||z2¢R2) = C(to) < oo. 


tostsslalsl lalg1 


令 s 一 7", 注意 到 u(t, x) € C?((0, to] x R?) 及 


suppu(t, x) C {z| |z| < to + R}, (1.24) 

容易 推 得 
SU OF ul 6(R3) < OO. 1.25 
Sp. D VE lara (1.25) 


由 Sobolev FRA HE W16(R3) —> L®(R3), 推出 (1.19) 成 立 . 
下 面 来 考虑 1 < k < 5 的 情形 . 注意 到 w 具有 紧 支 集 , 由 Holder 不 等 式 就 得 


ull sto. a ac wmey) SPT” — to, T* + R)lullETh cq» (1.20) 


其 中 
lim p(T* — to, R+ T*) = 0. 


to—T* 


注意 到 k > 1, 类 同 于 k= 5 情形 的 推理 , 得 知 (1.19) R. 
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这 样 , 证 明定 理 1.1 就 归结 为 证 明 估 计 (1.18), 读者 将 会 发 现 : 
(i) 1 < k < 5, 用 能 量 守 恒 律 与 Strichartz 估计 可 以 获得 (1.18) 的 证 明 ; 
(ii) 当天 = 5 时 , 除了 能 量 守恒 律 、Strichartz 估计 之 外 , 还 需要 局 部 能 量 估 计 
及 Morawetz 估计 等 工具 . 
3.2 ”能 量 估计 与 次 临界 的 情形 


命题 2.1 B filu) 满足 定理 1.1 中 的 条 件 , p(x) € C3(R3), y(x) < CR). 
# u € C2([0,T*) x R3) 是 Cauchy 问题 (1.1) 的 解 , 则 


BUO ml) = f (Flu ta) + Fe(ult,2)) ) de = Ba), Wa) 


O<t<T*, u = (u, Vu). (2.1) 


supp y(x), supp (zx) C {z| |x| < R}, 


f (lu! (t, x)|? + Ju(t, z)|*t")dz < Carre, 0<t<T*. (2.2) 
R3 


证 明 ”注意 到 suppu C {z| |z| < R+T*}, 由 条 件 (1.3) 与 (2.1) 就 可 推出 
(2.2) 成 立 . 
关于 能 量 估 计 (2.1), 用 bu 乘 以 方程 (1.1) 的 两 边 , 就 有 


0 = Oju(Ou+ fr(u)) = dive sefu), (2.3) 
这 里 | 
e(u) = Glu? + F(u), -ðuV su). (2.4) 


注意 到 w(t, z) € C?((0,T*) x R3) 是 具有 紧 支 集 的 解 , 对 于 0< t< T, 有 


t t 
0 = j | div, ze(u)dzdr = J f o (in 十 及 (jardz 
0 JR3 R3 JO OT 2 


— [ l (Gor + Fi(u(t))) do — 人 l (SP + Fi(u(0)) Jax 


故 能 量 守 恒 律 (2.1) 成 立 . 
引 理 2.2 设 0<0o0<o,0<gy(s) € C((a,d]) 且 满 足 


y(a) =0, y(s)<Cot+ey(s)?, o>0. (2.5) 
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则 当 s < 2-oOl-” 时 , 成 立 
y(s) < 2C0, s€ [a,b]. (2.6) 
证 明 考虑 函数 
h(x) = Co + EX7 — zx. 
当 zl = 209, € < 2-700} 时 ， 
Co + Ex] — z1 = h(x1) = h(200) < Co 二 2"C0 "(200)” — 2Co = 0. 
Cotex? —x 20, Vax € [0,20] 


MIL, 必须 有 xo < 2Co. 注意 到 y(s) 小 于 使 得 上 式 成 立 的 全 体 zo 的 上 确 界 , 由 此 
推出 
y(s) <2Co, Vs € [a,b]. 


定理 1.1 的 证 明 (次 临界 情形 ) ” 综 前 所 述 , 问题 归结 为 : 在 条 件 


supp p(x), supp Y(z) C {z| |z| < R} (2.7) 
及 
u € C*((0,T*) x R3), 0< T* <œ (2.8) 
F, 证 明 
u(t) € LFL? ([0, T*) x R3). (2.9) 
由 此 推 得 T* = o. 


XT 0 <S to <s < T*, 由 Strichartz 估计 及 Holder 不 等 式 可 见 


ll sera2 cto,slxRs) Slle"(to)llz2crsy + llul + lul® lls 2 (eo,s]xRs) 
S|lw (to) Il z2cesy + CCR, T*) + Illul" I] actto,s] xRs) 
<C(R,T*) + (2E(y, b))? + |llul*llz222((¢0,5}xR3)- (2.10) 


由 Holder 不 等 式 


k-1 5-k 1 7-k k-i 
| i 2.11 
4° 4° 37> 2 TD (2-11) 


=| jul |] 23.12 ((t0,9] xR) < lull str 7% 
t £ 


k—1 
2 u 2.12 
‘to.0] xR) | | (2.12) 


LiL}? ([to,s] XR)" 


注意 到 


12 
Fx <k+l, 1<K<5 (2.13) 
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及 
supp u(t, x) C {zx| |z| < t+ R}, (2.14) 
推 得 
5—k 
u 1 < T* fo) t 
| | st L7 ,gx o) CU He M pe 
s(t = to) T (T* + RC ee) sup llul] nticRs) 
to<t<s 
<p(R,T*)(T* 一 加) =, «(2.15) 
这 里 用 到 
-k 1 1 1 7-k 1 
12 k+l x x \ 12 k+l 
令 
e(to) = p(R,T*)(T* — to) T", (2.16) 
则 (2.10) 就 变 成 


ull ari2 (re0,s] xR) < C(R,T*) + CQE(y, w))2 + e(to)llu ll Zar 12 ¢¢¢9,51xR9)° (2.17) 


注意 到 
(to) =0, k<5, (2.18) 


lim € 
to “T* 
由 引 理 2.2 推出 
lull 24222 (t0,r*)xR®) < 2C(R,T*) + 2C(2E(y, p))?. (2.19) 


进而 , HH u 在 [0,to] x R3 上 的 有 界 性 , 就 推 知 (2.9) 成 立 . 

注 记 2.1 (i) 由 上 面 证 明 可 以 看 出 : 当 E(w(0)) < 1, felu) = už 时 , 就 可 
获得 整体 光滑 解 的 存在 性 , 这 就 是 Rauch 的 结果 . 此 时 , 在 上 面 估 计 中 不 出 现形 如 
C(R,T*) 的 常数 , 可 以 直接 对 不 具 紧 文集 的 初始 函数 予以 证 明 . 

(ii) 由 上 面 的 证 明 技 术 , 当天 = 5 时 , e(to) 可 能 是 一 个 足够 大 的 常数 . 因此 , 对 
于 大 初 值 来 讲 是 不 能 适用 的 . 为 了 在 后 向 光 锥 上 获得 解 % 的 lullen 的 估计 , 需 
要 修正 (to) 的 定义 , 使 得 e(t0) 含有 | | lu(t)|®da 的 积分 . 如 果 能 证 明 此 

[2—Zzol<|T*—t 
积分 在 t — T 时 趋向 于 0, 可 获得 u 在 后 向 光 锥 上 的 Julli R. 注意 到 fi(w) 
所 满足 的 条 件 , 故 ler. ‘lu ds 本 质 上 与 估计 er dr 相 


互 控制 . 证 明 这 一 后, 需要 局 部 能 量 不 等 式 等 工具 . 
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3.3 ” 详 减 信 计 与 临界 的 情形 
先 引 入 一 些 记 号 . 对 固定 zo e R3,0<to<s<7T* 和 5>0, 记 
A(5, to, 8) = {(t,2)| to < t < s, |£ — zo| < ô + T* — t} 
是 超 平面 上 = to, t = s 截 过 (T* + ô, xo) 的 后 向 光 锥 所 得 锥 台 部 分 , 记 
Diy = {(t, x) € A(6, to, $), t = to}, 


D, = { (t,x) € A(6, to, s), t = s}, 
Mg = {(t,x) € A(6, to, s), to S t <S s, |x — zo| = ô + T* — t}. 
用 u(t, zx) 表示 命题 2.1 中 所 得 的 解 . 记 


1 
E(u, Dy) = J (wen + 及 人 ja 0<t<T", (3.1) 
D; 


Flux(u, Ms ) = f (e(u),v)do, 0<to<s<T*, (3.2) 
Hh v 表示 ME 的 外 法 向 , do 表示 ME 的 面 测 度 . 在 Al, to, s) 上 积分 下 式 
0= 8, (3 x) |? + pe) _ div(d,u- Ysu), (3.3) 
利用 散 度 定理 , 可 见 
E(u, Di.) = E(u, Ds) + Flux(u, M£). (3.4) 
注意 到 Ms 是 由 形 如 
(G+T* |z- zol, £), H+T*— |e — zol € to, s] (3.5) 


的 点 所 构成 (本 质 上 是 |x 一 zo| = 6+ T* 一 t 确定 ). 在 这 些 点 的 法 向 是 


= (hema) (8-8) 


因此 


V3le(u),v) =Slu!P + Felu) ~ Bru — 


Vreu 
|£ — zo) 777 
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2 


E + F(u). (3.7) 


2 


T — XO 


|£ — zol 


注意 到 


1 2 


sy 1 t 
Flux(u, M) = ae G 
就 能 推出 : ARRERA t — E(u, Da 在 te [0,7*) 上 是 单调 下 降 的 , 并 且 


t — XO 


F(u) \do > 0, | 
= + O) o>0, (3.8) 


E(u, Di) < E(u(t), uz(t)) = E(u(0), ui(0)) < œ. 


因此 推出 
Jim, Flux(u, MT) =0. (3.9) 


命题 3.1 tk =5, v(x) € C3(R9), y(x) € C2(R3) 满足 
supp v(x), supp p(x) C {z| |z| < R}. 
W u(t, x) € C?([0, T*) x R3) Æ (1.1) 的 解 , 对 固定 zo € 及 3, 假设 
1 (Fluo) +F (u(to)) jaz <e. (3.10) 
则 存在 so = co(R, T*, E(u(0), ui(0))) > 0, HAA 0 <e < co K O0 S to < T* 时 ,有 
u(t) € Li Li (A(6, to, T*)), (3.11) 


这 里 要 求 ô > 0, T* — to > 0 充分 小 . 
$id 3.1 ” 仅 需 证 明 to 充分 接近 T* 时 (3.11) 成 立 . 因为 ult) € C?((0, T*) x 
R?) 及 
u(t,z)=0, |x| >t+R 
—>u(t,x) € LL! (A(ô, 0, T*)). (3.12) 


Hu 具有 紧 文 集 的 性 质 , v(# z) 满足 (1.18). 
命题 3.1 的 证 明 ”在 非 线 性 增长 条 件 (H2) F, 如 果 (3.10) 成 立 , 则 有 
sup J lu(t, x)|°da < 2Cye, (3.13) 
to<t<T* J\x—xo|<5+T*-t 


这 里 要 求 6 > 0 和 7T* -tt> 0 充分 小 . 事实 上 , 取 5 > 0 RA), RA 


1 3 
j. eres (Fluo)? 十 Pe(ulto) ) dz < zE (3.14) 
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由 于 E(u, D) 是 上 的 非 增 函数 , 因此 
sup f (3 lu’ (t)|2 + Fi (u(t) ) de < Še. (3.15) 
to<t<T* J\x—zo|<6+T*—-t \ 2 2 


于 是 , REM 5 > 0 与 T* 一 加 充分 小 , 就 有 


4 
f Ju(t, x)| dz <T O(a +T* — to + 0 J Fi, (u)dx 
|jxr—xo|<6+T* —t |s—xzo|<6+T*—-t 
4 
< 可 Cai + T* — to)’ + ste < 2C1 <. (3.16) 


我 们 断言 : 只 要 取 s > 0 充分 小 , W (3.13) 就 意味 着 (3.11) 成 立 . 由 Strichartz fif 
wh Huygens 原理 ( 非 线性 函数 的 估计 亦 应 在 相同 的 依赖 区 域 ), 得 到 


lull .41222(A(6,t0,8)) Sllu'(to) IL z2(r8) + || fx (wl 12.02 (A(6,t0,8)) 
SQE(y, w))? + || fe(u)llz272(A(6,t0,8)) + (3.17) 
注意 到 非 线性 假设 (H1), 就 有 
I Fe(%)[lz222(A(6,t0,8)) SC1(T*, R) + || fel *eel] 2272 (a(6,t0,8)) 
SCi(T*, R) + lull rereact s ell £4222(a(6,t9,5))- (3-18) 


结合 (3.13),(3.17),(3.18) 就 可 推出 


lul] zszaz(Ada to <C|(2E(y, p))? + C1(R, T™)] 
+ C(2C1e)s lll erace,to,s)): (3.19) 
TÆ, 根据 技术 引 理 2.2 41, 只 要 取 s 满足 
C(2Cye)'/© < 2-4(C(2B(p, yp) YN? + Cy (R, T*))73, (3.20) 
就 能 保证 
lull zaraz(A(a to s)) < 2(C(2E(y, p))? + Ci (R, T)), (3.21) 


这 里 c 选取 仪 依赖 于 T*, R5 Elo, y). 证 毕 . 
注 记 3.2 ”我 们 看 到 , 临界 波动 方程 的 整体 光滑 解 的 存在 性 可 归结 为 证 明 能 量 
不 能 在 任意 一 点 (T*, zo) 点 聚积 . 具体 地 说 , 对 Yro, 证 明 


1 
lim J (3 u' (t,x)|? + (u(t Jar =o. 3.22 
Jim Jo pe, (gl OP + Fauld) (3.22) 
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这 意味 着 对 Ve > 0, 只 要 T* — 加 充分 小 , 就 保证 命题 3.1 中 的 (3.10) 成 立 . 因此 ， 
对 Vro E€ R?, 一 定 存在 6 > 0, 使 得 (3.11) 成 立 . 由 u(t, £) € C2([0, to] x R3), 则 u(t) 
满足 
u(t) € LILY (A(6,0, T*)). (3.23) 
由 于 | 
supp u(t) C {(t,z)||c]| < t+ R,0<t<T*}, (3.24). 


从 而 存在 有 限 个 多 个 Aj(6,0,T*), 使 得 


(JA;(6, 0, T*) D supp u(t, x), (3.25) 
u(t) € LFL}? ([0, T*) x R3). (3.26) 
这 意味 着 光滑 解 的 整体 存在 性 . 


命题 3.2 Bk=5, M (3.22) 成 立 的 充分 条 件 是 


lim Fr(u)dz = 0. (3.27) 


t/T* Iz—zo|<T*—t 


证 明 ”此 命题 意味 着 (3.27) 就 能 排除 能 量 的 聚积 . 由 (H1) 与 (H2), (3.27) 等 
价 于 


lim lu 人 zedz = 0. (3.28) 
t/T* |z 一 Zo|<T* 一 上 


由 命题 3.1 的 证 明 过 程 , (3.28) 意味 着 
ult, 7) € LL}? (A(0,0, T*)). (3.29) 
下 面 在 (3.28) F, 证 明 (3.22) 成 立 . 事实 上 , 对 方程 
Dw = 一 成 (ww (3.30) 


应 用 Strichartz 估计 与 有 限 传播 速度 的 性 质 , 可见 (I8 0 < to < s < T*) 


1/6 
sup ( / wh lode ) 
to<t<s |c—xzo|<T*-t 


=||u"|| Le 18(A(0,to,8)) 


<C ` ||“ (to) || L23) + Cll fi. (u)u'|lz112(A(0,t0,8)) 
ja|=2 


<C ` [3 "u(to)l| r2) + C1 (R, T*) + Cllu wz3 L2(A0,to,3)) 
|a|=2 
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<C(to) + Cllull$a rao eerecacos)) (3.31) 
由 于 u(t, x) € C?([0, T*) x R3), suppu C {x| |x — zo| < R+T*}, W C(to) < œ. YÈ 
意 到 


im, llullzsr aotr) = 
由 (3.31) 及 引 理 2.2 Wite H 
| 3 
sup ( f w(t aae) < 2C (to). (3.32) 
Iz—Zzo|<T*—t 


to <t<T* 


由 Holder 不 等 式 , 就 得 
1/2 An. 1/3 
(/ lu’(t, aae) < 2C(to)( Fr - , to<t<T*. (3.33) 
|jx—20|<T*—t 3 


故 


lim J w(t, x)| dx = 0. (3.34) 
t/T* |jz—x0|<T* a Á ) 


这 就 说 明 由 (3.28) 就 可 以 推出 (3.22) 成 立 . 
最 后 , 采用 Morawetz-Pohozaev 恒等式 来 建立 (3.27) 或 (3.28). 为 方便 起 见 , 将 
lim Fi, (u(t, x))dz = 0 


t>T* J\g—a9|<T*—t 


中 的 (T*,zo) 变 成 原点 . 具体 地 来 讲 , i 


u(t, x) € C?([-T*,0) x RË) (3.35) 
7 L] 
| u+ falu) =0, (3.36) 
u(—T*) = p(x), u{-T*) = %2) 
的 光滑 解 , 在 此 条 件 下 证 明 
lim Fy, (u)dx = 0. (3.37) 


t70 Jal <|t| 


下 面 来 推导 Morawetz 估计 , 用 Noether 原理 进行 考察 .考虑 与 波动 方程 关联 
的 Lagrange 密度 函数 


3 
1 1 
L(q,p) = 5lpol -3 >》 igl? — Fe(q); (3-38) 
j=l 
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这 里 (qp) EE Rx R4. 直接 验算 , 对 Vv e CX([-T*,0) x R3), 有 
d 


de [-T*,0) xR3 


一 一 j. re oxe (Ou + fr(u))vdtdz = 0. (3.39) 


L(u + ev, (u + ev)')dtdax 


E=0 


因此 , u 一 定 满足 L(a, p) 所 对 应 的 Euler-Lagrange 方程 
)- ba (= (u, u’ ) = 0, (3.40) 
这 里 =O). Rue 是 久 的 01 单 参数 形变 , 则 
O-L(ue, us) = on (ue, us Jacue + > L ap, (ue, UL)O;Oe tte. (3.41) 


7 一 0 


WRR ue, = u, 则 由 Euler-Lagrange 方程 (3.40) 得 


OcL(ue,te)] -> Z (us, U_)O sue . (3.42) 


特别 , 令 
ue(t,x) =eu(et,ex), ée0=1: (3.43) 
此 时 ， 
etiel = u+ ` TjO;u, Lo = t. (3.44) 
j=0 
考虑 L(q,p) 十 Fela) 的 伸缩 变换 , 容易 看 出 
L(ue, ul) = e*L(u, u’) (et, ex) + e* Fi, (u(et, ex)) — Fr (ue(t, £)) (3.45) 
> O = Ou 
=> 0; Lue, uz) “1 > jn Lu, uw’) + 40 (u, uv’) + 4F,(u)+ y Fy(u)—-2; 
| 2 Oz; k 2 k Ox; 
> Ou 
— F(u) -u — > Filu Lj 
j=0 1 
S ð 
一 六 ia L(u, u’) + 4L(u, u’) + 4Fp(u) — uF% (u). (3.46) 


由 (3.42),(3.44) 5 (8.46) 得 


> 0; Eu u’) (« 十 3 vOut) — 2;L(u, 中 | = 4F,(u) 一 公 庆 (四 ). (3.47) 


j=0 k=0 
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将 Lagrange 语言 换 成 散 度 表示 式 ， (3.47) I 


divi z(t@ + ðu - u; —tP) = 4F,(u) — u fk (u), (3.48) 
这 里 
Q= Sw + F(u) +t 0,ux- Vu, (3.49) 
P= (lou 一 Lvul? 一 Patu) ) 二 十 € + Out —- Vu) Vu. (3.50) 
2 2 t t t 
事实 上 , 直接 验证 


F(t u')(u + tu, +z- Vu) — tL (u,u’) 
0 


1 1 
=UtU + tu? + ulz . Vu) —t po — z Vul — 及 (| 


1 1 
=t lu + z Vul + Palu)! + u(x: Vu) + uu 
=tQ + uu, 


ðL, ,f/f < 
Bp, ow) ut 》 Trôu — zjL(u, u’) 


k=0 


ð 1 1 
一 一 ia, +tu tr: Vu) 一 Tj (5 lau 一 z Vul 一 p(w) 


__ ufu Z . flan ton 
= me (Fru +s Vu) (lau zV% Flu) ay 


= ufu x 1 » 1 2 Tj 
= Oa, (; + Ut + n Vu) -tian 一 5|Vub - Palu) ) 1 . 


由 此 推出 P 满足 (3.50) 式 . 
注 记 3.3 (i) 注意 到 变换 


Um Vel(t, x£) = eu(et, Ex) 


对 应 的 生成 元 是 t9. 十 z+.V+1. 因此 , DFE Dut felu) = 0 PAF t0,ut+2-Vutu, 
就 可 以 推出 (3.48). 
(ii) 如 果 将 (a) 中 的 变换 换 成 


Um Ue(t, x) = u(t + eg, 7), 
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仿照 前 面 的 推导 , 能 量 恒等式 ( 即 (2.3) 式 ) 可 由 公式 


3 
Or Z u ujus — L(u, u’) + Oj Ena wan 一 0 (3.51) 


j=l 


给 出 . 


下 来 利用 (3.48) 来 证 明 (3.37). 对 T*<T<5<0, 记 
Dr = {(7,2), |z| < -T}, 
A(T, S) = {(t,2): T<t<S, |z| < -t}, 
MŽ = {(t,z)|T < t < S, |z| = —t}. 


因此 , 锥 台 A(T, S) 表示 过 原点 (0,0) 的 后 向 光 锥 与 [T, S] x R 的 交集 . A(T, S) 的 
边界 可 分 为 如 下 三 部 分 : 


OA(T, S) = Dr U Ds U Me. (3.52) 
在 A(T, S) 上 积分 (3.48), 并 采用 散 度 定理 可 得 
J (SQ + ud;u)dx 一 f (TQ + wO,u)dz + -一 B Jag (tQ + udju + «P)do 
Ds . Dr 


- J J (4F,(u) — ufe(u)) deat, (3.53) 
A(T,S) 


这 里 用 到 lz| = -t Av = zh T a): 由 能 量 守恒 及 Holder 不 等 式 , > S70, W 
(3.53) 就 变 成 


I + I] = The (4Fy (u 一 ufr( u))dzdt, (3.54) 
其 中 
I=— | (TQ + ud,u)dz, (3.55) 
Dr 
- + f (tQ + uu + TP)do. (3.56) 
V2 Jug 


由 条 件 (H3) 与 能 量 不 等 式 , 可 以 推出 


I+II < CT’. (3.57) 
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一 一 二 


下 面 来 具体 估计 工 与 CA Q 的 表示 式 , TA 中 有 我 们 欲 控 制 的 项 ). 先 估计 
IL 注意 到 在 M? E, 有 |x| = -t. 因此 


o 1 > (£: Vu)? £ 
h 0 | |x| |O,u| + 2(x Vzu)Ou lal 一 “Tl Vau + udu do 
. V; 
— -三 EE (= z j “ou) 十 € 四 a - dru Ju ao (3.58) 
M9, 
用 参数 形式 表示 M? 就 是 
y 一 (—lyl, y), ly < T, 
则 
do = V2dy. 
令 v(y) = u(-lyl,y), 则 
Vv «-Veu 
YY: = Ou. 
加 |æ] 
故 
. 2 . 
u=- | (4 Vel tut = au 
lvl<IT| ly ly 
. 2 2 . 
=- | s ay +f 加 + vv lay. (3.59) 
lyISITI 四 lyISITI 加 tyl 
注意 到 
yl = vpu = Lao, 
ly| 2 
由 极 坐 标 形式 


. 1 T 
J v? vd = | | 0,v*(rw)r? drda(w) 
isr [YI 2 J52 Jo 
-= 了 人， v (Tlw) IT |?do(w -j [or (rw)rdrdo (w 


_! f udo — f pay (3.60) 
2 JaDr wer lul 


将 (3.60) 代 回 (3.59), 并 用 面积 积分 表示 , 可 见 


2 
1 
Vzu — Ou do 十 一 | vdo. (3.61) 
2 JəDr 


u 
|z| jz] 


1 
= 一 t 
V2 J me 
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下 面 处 理 工 的 估计 , 工 中 的 被 积 函 数 是 


1 
TQ + udu = ri 十 有 人 + Qu(u +z: Vru). (3.62) 
注意 到 |z| < 一 
UTX Vu= 7- Vau + —u 
|x|? 
及 
\Ou(u+a-Veu)| < -T ta 2+ tly + eal (3.63) 
ulu +z: Vzru)| S z Oru 5 | Vou PE . 
1 rz | 
=1>-T | nwar = T | (Sve - 3 Veut au ) ao 
Dr Dr \2 2 |z 


“Vz 1 jul? 
> rı | F, oaz+r( f u. ——*" de + = J zr) 3.64 
7 Dr ktu) Dr |x|? 2 Jp, |z|? (3-64) 
类 似 于 前 面 的 分 部 积分 , 有 
r+ Veu 1 luj? 
u: dr 十 一 J — > dr 
Ih, |z|? 2 J Dr |z|? 
IT] 2 
=3 [ir rOpu*(rw)drda(w) + J lul an 
X? |z| 
1 IT 2 
= ;(/, Tlu? (Tlw)do(w )- | [ # (rw)drda( 四 )+ J lui x 
2 5? Dr |2| 
fr LS Wast f et 
一 二 Tu (Tw)do(w)— = 一 dz 十 一 -一 QZ 
z /The -3 f dt/ Ep 


1 | u? 
一 一 一 da (3.65) 
2 ODT [T| 


1 
=> I > |T] Fi,(u)dx 一 F) u*do. (3.66) 
Dr 2 JəDr 


由 (3.57), (3.61) 及 (3.66) 有 


mf Fi(u (ude S044 — j j- -bu + = +o 


2 |u 2 
do | 一 一 da 
mo, ltl 


<T + |T|Flux(u, M2) + | do 


<r‘ +r] | eal. 
M9, |z| 
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: ; 
<T* + |T|Flux(u, M2) + (/ tao ) . (/ ea 
M9 Me 
$ 
<T* + |T|Flux(u, M2) + |T] (/ (1+ 及 (0)da) 
M9, 


' 3 A T\3 二 
ST* + [T|Flux(u, M) + [T|(Flux(u, M2) ) + |T| (S50) 


, An|T|3 \ 3 
J F,(u)dz <C|T|? + Flux(u, M2) + Flux(u, MÈ) 3 +e( nl | ) . (3.67) 
Dr 


S T > 0, 注意 到 Flux (u, M3) +0 就 推出 


证 毕 . 


3.4 ”高 维 波动 方程 的 Cauchy 问题 解 的 正则 性 
考虑 半 线 性 波动 方程 的 Cauchy 问题 


pe — Au + f(u) = 0, (x,t) € R” x Rt, 


4.1 
u(0) = p(z), w(0)=¢(z), reER", ED 


这 里 f(u) € C(R,R) (或 f(u) € C(C,C)) 且 满 足 共 形 不 变 条 件 f(u) = e f(u), 
f(0) = 0, F(u) 是 f(u) 的 满足 F(0) = 0 的 原 函 数 . 记 X = Hi(R") x LR”), 


E(u(t), ù(t)) = 人 lu? + = |Vul? + F(u)|dz. 


Segal [S1] 建立 了 (4.1) 的 整体 弱 解 的 存在 性 定理 . 

定理 4.1 w F(u) 满足 

_Clyl? im |F (u)| _ 
F) > -Olu wl ™ 

者 Elp, y) < co E y(x) € L?(R”), W (4.1) 存在 一 个 弱 连 续 的 解 u: R— X 满足 
能 量 不 等 式 如 (wu 人 (bu 人 的) < Elp, Y). 

注 记 4.1 (i) 定理 4.1 的 证 明 方 法 是 Segal 定理 与 紧 致 性 方法 , 可 参见 文献 
[L], [S5] 及 [Re] 等 . 关于 定理 4.1 的 更 深入 的 结果 可 见 文献 [GV2] 及 [GV8], 这 里 
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关于 非 线 性 函数 的 假设 是 非常 弱 的 , 它 包 含 了 有 具 互 斥 条 件 的 、 非 线性 增长 低 于 指数 
WK (uj 一 œ) 的 非 线性 项 . 然而 , 这 里 获得 的 整体 弱 解 是 否 唯一 (是 否 是 物理 解 ) 
是 不 知道 的 ,一 般 来 说 , 若 能 证 明 弱 解 唯一 性 (等 价 于 能 量 等 式 成 立 ), 也 就 意味 着 
解 可 以 正则 化 . 这 是 一 件 困难 的 事 , 在 多 数 情形 下 也 是 不 可 能 的 事 . 当然 , 通过 研 
究 弱 解 的 正则 性 来 获得 光滑 解 的 适 定性 也 是 偏 微分 方程 研究 的 一 个 重要 的 方法 与 
途径 . 

(ii) 当 对 非 线 性 增长 加 以 限制 时 , 就 可 以 获得 次 临界 情形 下 的 有 限 能 量 解 的 适 
定性 ( 见 文 献 [GV2]), 即 

定理 4.2” 设 f(w) e C1(R,R) 满足 


2 
FO < C+), 1<p<2 = 1<p<%, n=1,2. (42) 


若 (p, Y) € HHR”) x [2(R"), 则 (4.1) 存在 唯一 的 强 连 续 解 v: R— X 满足 能 量 
等 式 E(u(t)) = E(u(0)). 

本 节 着 重 研 究 临界 波 方程 的 光滑 解 的 整体 适 定性 , 这 里 采用 Shatah 和 Struwe 
的 证 明 方法 ( 见 文献 [SS1]), 也 可 参见 文献 [Kal]. 为 简单 起 见 , 取 f(u) = juu, 
3<n<7, PSR 

| u — Au+ulul? “2?=0, (x,t) €R” x Rt, 
| (4.3) 
u(0) = (xz), u(0)= v(x), zeR”. 


zo = (x0, to), 
K(z0) = {z= (x, t)| |x — xo| S to — t}, 
M(zo) = {z = (2,t)||x — zo| = to — t}, 
Di(z0) = {z = (x, t)| (x,t) € K(zo), t 国定 }. 


HQCR*xR,S<T. W 
QF = {z= (z,t)|(£,t) €Q, S <t <T}. 
据 此 记号 , K(z2) 被 超 平面 t= 5, t=T 所 截 而 得 的 锥 台 为 
Ks = {z = (7,t)|(z,t) € K(z), S < t < Th}. 


K? 的 边界 为 
OKs = Ds(Zo) U Dr(zo) U Md. 
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定义 4.1 (光滑 解 ) 称 ult, r) 是 (4.3) 的 光滑 解 , WE ult, r) 及 其 出 现在 方程 
(4.3) 中 的 导 函 数 是 R 中 的 局 部 有 界 的 连续 函数 , 并 且 诸 点 满足 方程 (4.3) 及 初 
始 条 件 . 

定义 4.2 ( 弱 解 ) PK u(t, x) Æ (4.3) 的 弱 解 , 如 果 


u(t, x) € L” (R; H*(R")), 
u(t, £) € L® (R; L?(R")), 
在 分 布 意义 下 满足 (4.3), 并 且 满 足 能 量 不 等 式 


Bai) = f (Glue? + Vu) + Jar < Beau) (4) 


容易 看 出 , 弱 解 所 满足 的 能 量 不 等 式 给 出 了 u(t) 的 H 模 的 有 界 性 . 然而 , 即使 对 
光滑 的 初始 函数 , u(t) 的 Ht 模 亦 不 足以 获得 解 的 高 阶 正则 性 . 解 的 高 阶 正则 性 的 
获得 需 如 下 步骤 : 

(1) 相互 作用 能 量 ( 非 线 性 引起 的 部 分 ) 不 在 一 点 产生 “聚积 ”; 

(2) 利用 能 量 的 非 聚 积 性 、Strichartz 估计 , 建立 有 限 能 量 解 的 正则 性 ; 

(3) 用 标准 的 技术 , 证 明 具 光滑 初 值 函 数 的 解 的 正则 性 . 


1 1 1 io 
el(u) = (Glu? + 5IVul? + le (uu), (48) 
Loo loa l oe 
E(u, Dr(zo)) = ~luz|“ + =|Vul* + alu” dz, (4.6) 
Dr(zo) \2 2 2 
d (u) = + | 一 V Sy Liye =g- (4.7) 
2o(u) = 5 yt u lu y= 70， . 
Flux(u, Mé (z0)) = J dzo(u)do, (4.8) 
MZ (zo) 


这 里 称 dzo(w) 是 M(zo) 上 的 流 密度 . 
命题 4.3” 设 w(t) 是 问题 (4.3) 在 KK(zo) 上 的 正则 解 , 则 对 于 0<5S<T < to, 
成 立 如 下 守恒 等 式 
E(u, Dr(zo)) + P(e ME (20)) = E(u, Dg(20)). (4.9) 
证 明 用 ôu RA (4.3) 两 边 , 得 


1 1 1 oo l 
divi ze(u) = (le? + z Vul + 5x lel ) — div(V uus) = 0. (4.10) 
t 
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注意 到 M(zo) 上 的 法 向 量 


we) = 2. ( £220 To t£ Y , 
(=) ale ar!) aint) a) 


E(u, Dr(20)) — E(u, Ds(zo)) 


1 L]? 1 ul? LY uut |do = 
HA Jurc) (glaf + lve + grlu" = f Vu Jao = 0 
整理 上 式 得 到 (4.9). 注意 到 dzo(u) > 0, 从 而 Elu, Di(z0)) 是 单调 下 降 的 有 界 函 数 
(关于 变量 t), 由 此 推出 


Jim Flux(u, M?(zo)) = 0, (4.12) 
并 且 上 式 不 依赖 于 zo( 这 里 不 考虑 收敛 率 , 收敛 率 可 能 依赖 zo). 
引 理 4.4 W u(t,x) 是 (4.3) 在 KK(z0)\ {20} 上 的 正则 解 (全 少 满足 u(t, x) < 
C?([0, to) x R”)), 则 


lim jul” da = 0. (4.13) 
S—to Ds(zo) 


证 明 不妨 将 zo 平移 到 原点 , 这 样 (4.13) WE 


lim lul? da = lim jul? da = 0. (4.14) 
89 JDs(0) S70 J\x|<|S| 
先 建立 如 下 关系 式 
. n— 1 
divi.s (ae 十 5 Utu, -二 + Ro = 0, 
BH 
n—l 
On| tQo + z ue) — div(tPo) + Ro = 0, (4.15) 
这 里 
1 2 9 ] io XL 
Qo = 5 lult 十 |Ywl” } + zr |Y + Ut 了 Vu |, (4.16) 
x (|u|? — [Vu]? lu? —lu 
= 一 | — 一 一 4.17 
Po 1 D Dx 二 Vu Ut +5 — 1 ’ ( ) 
3* 
Ry = He (4.18) 


n 。 
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事实 上 , 考虑 (4.3) 所 对 应 的 Lagrange 密度 函数 
L(p,q) = 5 [pof — DY DP? -F@), Fla) = 4 
这 里 (q, p) € R x 了 "+1. 它 对 应 的 Euler-Lagrange 方程 是 
OL, n wr, fOL, x] _ B 
ge” ) 一 22; Euu ) = 0, = Or. 
B we ERF u 的 任意 一 个 满足 ue, =u 的 C1 形变 , 直接 计算 可 见 
D = ea wa ~ OL ,1)0,00 
0; L (ue, Ue) = Bq | E) -)Oe +d, Op, | e, Uc )O;Oe E- 
由 (4.20),(4.21) 可 推出 


OL(ue, we) ee, = La (2 - (ue, Ue )O sue) 


今 取 
ue(t, x) =€ E u(ex, et), 
则 
euel _ nat) + > x50; U. 
Fi Fl 
L(ue, uL) + F(ue) =E”! L(u, u’\(ea, et) +e” F(u(ez, et)). 
从 而 推出 
0-L (ue, u) = D(u,u’) + (n+ 1)L(u, u’) 
+(n+1)F(u) - ZF), 


对 比 (4.22),(4.24),(4.26), 容易 看 出 
Dola = (uu')( 


=(n + 1)F (u) 一 


= u + ` re — 2;L(u, 中 | 
k=0 


n uF” (u). | 


(4.19) 


(4.20) 


(4.21) 


(4.22) 


(4.23) 


(4.24) 


(4.25) 


(4.26) 


(4.27) 
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直接 验证 


-1 
一 Ou , 


OL ~/n—1 Ao. , 
Soe’) 5 u+ Du) en!) = 19 + 


OL rfn-1 k , 
A 5 u+ Dandie) -oo 


_ 1 . 
-ee (UP tut Zvu) ~e( flue? = zivu- FW), 


Ox; 2t 
1 1 —1, o 
(n+ 1) F(u) - Huku) = u -H uf 
(C+D -3 nl 
2n 2 n` 


将 上 面 诸 式 代 入 (4.27), 就 得 (4.15). 对 于 (4.15) Æ KZ(0) 上 积分 , HOT =0, 有 


_1 
_ J { $Qo+ r wu bdr + J Rodzdt 
Ds(0) 2 Kg 


1 n — 
+ — tQo + wuta: Fy) do 
V2 Ms (0) ( 2 ' 
=1I+H +H = 0, (4.28) 


这 里 用 到 能 量 的 有 界 性 与 Holder 不 等 式 . 
在 Ms(0) 上 , 有 |z| = —t. 因此 


1 —1 
IMI "A J ©) ( 一 zu” + 2x - Vu + 一 UU 
s(0 
_ fa: Vul? n-1(z:Vu)u d 
izl 2 .lz 
2 
1 . —1 . 
二 一 二 l — |æ| |u 一 z: Vu + 一 一 (u 一 a uae (4.29) 
V2 JMs(0) |z| 2 |z| 


将 曲面 积分 化 成 超 平 面 上 的 积分 , 通过 
yt— (y, -lyl), 


并 令 v(y) = uly, -ly|), 易 见 
do = V2dy. 
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这 样 


e 2 — 。 
m=- | { Yo p r=ty:- Vo veo bay 
Ds(0) ly| 2 {yl 


2 2 
n—1 n—1 
Jove 2 2 


(n — 1)y- V(v") | 
1+/ Aly dy. (4.30) 
注意 到 
nly Vw ) | 2 mn 一 [dr W 
I og T 4 yl dy be | O,(v (rw))r d do( ) 
n- 2 13| 
4 J, v (|Shw)lSI" do(w) -Y |./ v? (rw)r" ?drdo 


—] — 2 
了 | udo — (n 1)" 1 We 
4 Japs(0) 4 i<is| {Yl 


整理 (4.30), 回 到 原来 的 坐标 系 , 可 得 


1 ? 一 
HI =—~ tup +2: Vu+ tu do + nat | Iul*do 
万 MsO) t 2 4 Japds(0) 
— 1 
=So(1) + —— |u|*do, (4.31) 
4 0Ds(0) 
这 里 o(1) 表示 


im o(1)=0. 


另 一 方面 , 由 分 部 积分 与 散 度 定 理 f divõdz = f v- ödo, 易 见 
Q 


OU 
1 1 
r=- | {S| Bll + 3 
Ds(0) 2 2 
_1(m=1)"luP uP) 
2\ 2 / Jal “t 


f 
2* 
1 -la | 
一 一 S| Sue? + z ve +o y 
ho 2 2 |z|? 
(n —1)(n—3) |u|? | ful? 
8 |z|? 2* S 


2* —1 
> gl de” J u?do. (4.32) 
2 4 ðDs(0) 


n—lzr. Vu 
— ———-u, 
2 |z}? 


- Lu) bao 


n—-l Zz 


V a 
u 十 5 m” 
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这 里 用 到 Cauchy 不 等 式 . BA I > 0, 因此 
-s | jul? da + S - o(1) <0, 
Ds 


BẸ 


ju?" 
—dz < o(1). (4.33) 
Ds 2 


由 此 推 得 (4.14) 成 立 . 
下 面 利用 Strichartz 估计 来 提高 具有 限 能 量 初始 函数 的 解 的 正则 性 . 
命题 4.5 (Strichartz 估计 特殊 形式 ) Ww 是 线性 波 方 程 的 Cauchy 问题 


Uw = h, 
| (4.34) 


的 解 , 则 有 如 下 Strichartz 估计 


will mn) S Melle g) + wl 3 pn) + Nhl recRnt), (4.35) 
”这 里 
| 1 n-1 1 7m+3 
q 2m+1)’” p 2m+1) (4.36) 
| 
ERRA: 
l_i1 2 
q p n+l 
这 意味 着 可 积 性 的 最 大 增长 . 事实 上 , 即使 是 Laplace 算 子 替代 O, 
ICA) flle S lf ll zecantyy, 
1 1 2 
| 4 p npl’ 1 < p,q < œ, (4.37) 
。 也 是 获得 同样 的 可 积 性 增长 ， 
: 现 将 (4.35) 在 能 量 层次 上 改写 , 就 是 
ll anag gy © llaren + lvlen + T (4.38) 
TERE) n > 3, 则 gq < 2n. > 
二 = 二 (4.39) 
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则 By? 一 LT (R"). 自然 就 有 


wl oc, ra) S liell + lllz) + a BE Reo) (4.40) 
ES 
. A .1 * 
Bil? = Beg NL’, 
则 (4.38) 5 (4.40) 可 写成 一 个 统一 式 子 
wl arih 和 Collins + lwllr2cRn) + Pl ect cee)” (4.41) 


XE I= RE I EWE OCT 的 区 间 . 由 于 LT (9) = LA, |Q| < 00, 因此 
BY?(D(-1)) = B3q(D(-1)). (4.42) 


下 面 利用 尺度 技术 与 D(-1) 上 的 Besov 空间 来 定义 D(t)(t < 0) 上 局 部 Besov 2 
间 与 它 上 面 的 范 数 . 注意 到 


lulo =( f taae) = 全 (人 weeoOpax] 
Iz|<ld |X|<1 
1 
=A f u(t x) lax ) 
D(-1) 


1 
|| Vell zaccey) (ff vxulb ax) . 
D(-1 


因此 , W)4(D(t)) 上 的 范 数 就 定义 为 
t 
| 


容易 看 出 , WD) GR” 上 定义 齐 次 空间 WR”) 具有 相同 形式 的 插值 公式 ， 
WART t 是 齐 次 的 . 特别 , 插值 常数 不 依赖 于 t. 进而 , 有 


[Wh4(D(t)), L4(D(t))Jo,q = BS a(R”) 在 D(t) 的 限制 空间 ， 
下 面 来 讨论 Strichartz 估计 的 局 部 化 形式 . 利用 解 w 的 另 一 种 表示 式 


ullwacpe)) = slleulleeocy) 十 下 Yullzecpeo)， (4.43) 


w(t, x) = R(t — s) * w(s) + R(t — s) * wi(s) + f R(t—t)*h(t)dt, (4.44) 
这 里 


n—3 
2 6(t — |z|) A = 1 
t 7 n(n — 2)(n — 4) +0231? 


R(z,t) = An (ža) n #8, 
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_ 1 3 XBi(z) 2 
R(x,t) = An( 0.) Jt? — |x|?’ fn = O(n Dna 3d n f. 


由 Huygens 原理 可 见 , + h(t, £) = 0, t >T, 它 不 影响 w(t, zx) 在 [s,7] 上 的 函 
数值 . 由 Strichartz 估计 (4.41), XF 0 < s <7 < œ, E 


< CV E(w, s) J+ Cllh .1 ) 4.45 
lw wl ad [s,7]; Be (R")) l | (R™)) (\ 
这 里 
2(n+1 © 2An+1 
IT PS nF 


Strichartz 估计 的 局 部 化 ”注意 到 解 的 传播 速度 <1, 可 以 按 下 面 方法 在 后 问 
sca 出 局 部 化 的 Strichartz 型 估计 . 设 zo = (x0, to), OS s<T<to. 为 方便 起 
见 , 将 zo 平移 到 原点 zo = (0,0). Æ d(x) € C>(R"), 0 < A(z) <1 满足 


on =1, <æ € B,(0), 


(4.46) 
bz) =0, x g B2(0). 


对 任意 te [s, 7], 定义 


_ h(t), Z € D(t), 
h(t) = r tl2 , (4.47) 


这 样 , 就 可 以 定义 L?(D(t)) 一 LPR”) 的 扩张 算 子 E = E(t) 如 下 : 
Eu = u(t, x). 


对 任意 p e (1,00), 直接 验算 


Oller) waspa + f 


>|z|>t 


<lAllzecpq@y) + ( J |h(y, t) |? 2?" dy 


ly|<t 
<C |A|] LDA. 


~ 


同 理 可 见 


IVAO ilee SETRA oa + IVO) 
SCIARE) llw po)): 
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由 插值 定理 可 得 
IROI a Rn) < CR iw)? 1 < D < oo. (4.48) 
男 一 方面 , 由 范 数 的 定义 与 播 值 定理 , 可 得 
h(t)lEscpen) < IAA VRO < IVAO Iler), (4.49) 


这 里 1 < p < co. 按 上 面 的 方法 , 将 w(x, s), wlz, s) 分 别 延 拓 成 名 (x， s), Wt (7, s). 
w o(t, z) 是 问题 


| Dw = A(z, t), 


w(x, 5s) = Wz,s), w(x, s) = (z, s) 


(4.50) 


的 解 , 由 相应 的 Strichartz 估计 (4.45) 的 局 部 化 的 Strichartz 估计 


lwl < | 


.1 .1 
L4((s,7];Bq (Di(zo))) La([s,7];B¢ (R™)) 


<CE(W(c, s), u(x, 8)? + CP) akan 
<CE(w(t), D,(z))? + Ch a, 4.51 
(w(t), Ds(20))? + CUM ebony (4.51) 


注 记 4.2 ”在 前 面 的 讨论 中 , Shatah-Struwe 用 Be 型 的 Besov 空间 代替 Be» 
型 的 Besov 空间 . 因此 , 在 进行 非 线性 估计 时 , SURAT RAZR 


Bs ,CF CB B C ÉS CBS 


p,min{p,q p,max{p,q}? p,min{p,q p,max{p,q}? 
及 Holder 不 等 式 . 
按 上 面 的 思路 , 就 可 将 KT 上 的 函数 ulz, t) 扩张 成 Rn x [s,7] 的 函数 五 记 
人 人 
Illats, 一 | NS EN 或 lats, = I laqet E52 
由 (4.51) 就 可 获得 如 下 正则 性 结果 : 
命题 4.6 Wu dt (4.3) 在 KK(z0)\ {20} 上 经 典 光 滑 解 , 则 
u(t, £) € L4((0, to]; Be (De(z0))), 
并 且 
ullatotol < C(z0, E(u, Do(z0))). (4.53) 


证 明 由 (4.51) 可 见 


lulla fer] < C(E(u, Ds(20)))? + Clllul? 一 ws (4.54) 
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由 非 线 性 函数 在 Besov 空间 中 的 估计 可 见 


2 ”一 1 2*—1 2*—2 
[|lu] ESIC l [3,7] 一 < C|||a IPARI il ater 
SOlu? -ltn cz oylalar (4.55) 
这 里 
— 1 2 
Pot 1_ ints met _ 2 (4.56) 
p p q 2(n+1) Ant+1) n+l 
K 
* * * 2 n 十 1 
Mla? < alg, p= (0° 2p = E. (457) 
进而 , 由 Sobolev RAH, 延 拓 与 限制 性 定理 与 插值 公式 可 推出 
~ a l-a 
jul] 272 (De(z0)) <||til| p22 Rr) < Slab He Ea* cpr) 
<Cllull® ， julli (4.58) 
BŽ (Dilz yy La (D: (z0) 
zE 1 1 1 1 2 
n 一 -一 
po (3 mm) + YW “Sa-l (4.59) 


注意 到 ap: =q, 从 而 


1/p2 T (1-a) 1/p2 
lull soa (zz (20)) = ju”? dade <C lull luly at 
KT 8 B? 


< Chulo sup Malosco (4.60) 
=>|lulla, [s,7] S < C(E(u, D(s, z0))) +C ,< 让 lule ocol js 本 
B>0, y>l. (4.61) 
注意 到 
im scter lulla (D(t, zo)) 一 (4.62) 
及 E(u, Ds(zo)) < Eo, 从 而 推 知 , Ve > 0, 4 s 与 to 很 接近 时 , 有 
aula < C(Eo) + ellull2 |, 5 <7 < to. (4.63) 


选取 
E€ < Eo =2°7C(Eo)* 7, (4.64) 
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利用 lullg,ro,s) < Oo 就 可 推出 命题 4.6 AMAL. 
注 记 4.3 (i) 命题 4.6 的 证 明 所 依赖 的 工具 是 


sup |uts)]| 12" (D, (z0)) < £0, (4.65) 


这 里 eo 可 以 充分 小 . 因此 , 对 于 满足 


f(x, t, W| < CA + lul? 一 jz 二 0) =0, (4.66) 
fc] <C(L+|ul?*), [ful < CA + lul?) (4.67) 

的 非 线性 项 , 自然 可 获得 形 如 
IFC), < CC — 8) + Chl “|, ellas,- (4.68) 


的 估计 , 这 里 lims C(r — s) = 0. 当然 , 这 里 所 用 的 初始 函数 是 定义 在 D。(zo) 上 
的 . 因此 , 在 次 临界 的 增长 条 件 下 , 若 (4.65) 成 立 , 就 可 获得 命题 4.6 相同 的 结果 . 
(ii) 对 于 具有 限 能 量 的 初 值 , 可 以 构造 出 (4.3) 的 能 量 解 u(t, z) 满足 


u(t, £) € Ta (R; B2(R")). 


loc 
我 们 将 在 今后 专门 讨论 能 量 解 的 整体 适 定性 问题 . 
(iii) 用 BZ, 型 的 Besov 空间 代替 By, 型 的 Besov 空间 , 按照 定义 非 线性 估计 
(4.55) 的 第 二 个 不 等 式 就 应 该 是 


eee ee 和 CI ?|| cn po (pe(zo)) | Ellas. 


<C [li]? | | os cry llalla i 
定理 4.7 设 w(t,z) 是 (43) 具有 光滑 初 值 函数 的 解 , 则 当 n <7, u 是 正 
则 解 . 
证 明 由 有 限 传播 速度 的 特性 , 无 妨 设 初始 函数 (le) ypa) 具有 紧 支 集 . 设 
非 线性 项 f(u) 光滑 , 则 问题 (4.3) 有 唯一 极 大 正则 解 
u(t, x) € C” (R” x [0, to)). (4.69) 


对 zo € R”, 我 们 证 明 w(t, z) 可 以 光滑 地 扩张 到 zo = (xo, to) 的 光滑 邻 域内 , 此 就 
意味 着 
u(t, x) € C®(R” x [0, 00)). 


对 方程 (4.3) 两 边 微 分 , 由 局 部 Strichartz 估计 可 得 


Dulacrs co) < E(Du, De(zo)) + Cll|Dullul?” lrei; o). (4.70) 
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、 1 、 
这 里 忽略 了 5 阶 导 数 的 增长 , Alara 4.6 中 的 非 线 性 估计 , 有 
|| Duju” ~*IlLe(Kr(z0)) < || Dul|zellu Zr 
<C sup [Malfa pco ela al Dulacer ny (4.71) 
注意 到 
Jing sup lelie coo = 0 (4.72) 
FH (4.70) 就 可 以 推出 
Du € L(K(z0)), (4.73) 
当 n <2 时 ， WaR" 一 L®, Wi4(R"+1) 是 一 个 Banach 代数 . 然而 
1 n—1 
Wi ys L™, n>B — <0}. (4.74) 
方程 (4.3) 两 边 继续 关于 空 时 变量 求 导 , 有 
Dullra Ks (zo0)) <CE(D*u, D(s, z0)) + CI|D?wlul? |l eiz (20)) 
+ Cf" (u)(Du)*|| cecacs (20))- (4.75) 
类 似 于 (4.71), 有 
|| D?ulu|?” |l iecere) S S C Sup lulle coco lle [s, llD? ul La( Kr (20)): (4-76) 
为 了 获得 ||D?ullrecKr(2o)) 的 估计 , 需要 形 如 
If" (Ww) Du) lz 和 C(||Dullze + ullra)’ || Dulla Lg1 (4.77) 


的 估计 , WR n > 6, | AF. 由 


CE na ce awe) 


加 nl n+3 n-ö 
N2 4 er a 


及 插值 定理 , 就 得 


Du < C| Duig Dul}, 4 = 2c <1. 
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注意 到 当 n = 6,7, 20 <1, 由 第 一 步 , 见 估计 (4.73), 可 见 


(1—o) 
pm ct [Velia = 0, 


由 (4.75) 及 (4.70) 就 推出 
Du € L4(K(z0)). 
“4n<6 时 , 亦 见 


sw < C+ lu), 2-3=-—* >o, 
If" (u)(Du)" lp < I Dullg, + |lul? | Dui? ||, = + be. 
利用 = =" +", eo = 5, WTS. 
p q 2 
n+3  (n-1)\(1+e)_(1-e) 1_ 4-(n-1e 
A(n +1) A(n+1) 2 ’ x An+1)\(1-e)’ 
1 1 n—1 1  n-8 < 4—(n-l)e 


由 Sobolev KA SE BE, 就 推出 


lte 


|| Dullz2> kr (20)) < ~ | Dull ratrr co) ND ull Eat) O<e<l. 


q ntl 2n+1T n+1 Ant] ~%n+HO—-4 x 


(4.78) 


(4.79) 


(4.80) 


(4.81) 


(4.82) 


为 一 方面 , 当 1 < n <2, WH4(R"+1) 是 一 个 Banach 代数 , 借助 于 (4.82) 就 可 得 万 


对 应 的 估计 . 当 3 < n < 5 时 , 直接 验算 : 
2* 3 3 


因此 , 推出 


2(1—0) 


SC xtc lulli to, coy |Pull acer) ID ull Bacar (20))> 0 < 


1 
< 一 . 
2N 2 


(4.83) 


(4.84) 


将 上 面 所 得 的 估计 (4.76), (4.81), (4.82) 及 (4.84) 等 代入 (4.75), Æ n < 5 的 条 件 


下 , 就 得 估计 (4.79). 


下 面 利 用 能 量 估 计 证 明 : 若 ve W24(K(29)), 则 问题 (4.3) 的 解 具有 高 阶 正则 
性 , 这 里 n <7. 事实 上 , 若 ve W229(K(z0)), W f(u) © H2(K(z0)). 因此 , 由 能 量 佑 
WRF D3u e L©([0, to); L?(Di(z0))). 重复 上 面 的 步骤 , 使 用 能 量 估 计 及 Gronwall 


不 等 式 , 就 有 
D*u € L®([0, to); L2(D(z0))), Wk € Z. 


(4.85) 
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特别 , 有 
im E(u, Di(z0)) = 0. (4.86) 


因此 , 对 Ve > 0, FE s < to, 使 得 E(u, D。(zo)) < e. HF u 在 Dy (20) 的 邻 域内 光 
滑 , 故 当 2 e U(zo) 时 , 成 立 
E(u, Ds(20)) < €. 


这 意味 着 假设 条 件 (4.65) 对 于 属于 zo 的 邻 域 U(zo) 中 的 Z 都 成 立 . 综 上 推导 就 知 ， 
u 可 以 光 请 地 扩充 到 zo 邻 域 中 . 故 定理 4.7 得 证 . 
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本 章 主要 是 在 前 面 建立 的 Dilation 恒等式 、Morawetz 估计 的 基础 上 , 利用 局 
部 的 Strichartz 估计 、 能 量 方法 等 建立 能 量 空间 中 临界 波 方程 的 整体 适 定性 、 解 的 
整体 时 空 估计 及 散射 性 . 


4.1 能量 解 的 Morawetz 估计 及 整体 适 定 性 


本 节目 在 建立 临界 波 方 程 在 能 量 空间 中 的 整体 适 定 性 , 关键 在 于 对 能 量 解 证 明 
Dilation 恒等式 及 相应 的 Morawetz 估计 . 
在 能 量 空 间 中 考虑 临界 波 方程 的 Cauchy 问题 : 


ust — Au + |u|? ~2u=0, (x,t) €R” xR, 


u(0, z) = (z), w(0,xz)=¢(z), 2 ER", (1.1) 
(p(x), p(x)) € H*(R") 8 L?(R”). 
与 此 等 价 的 积分 方程 可 表示 为 
u(t, x) = K(t)o(z) + K(t)p(2) — | K(t —7)|ul2"~2udr, (1.2) 
这 里 
1Sin|élt o sin(—A)?t 
KO = FOF = (1.3) 
则 有 如 下 结果 : 


定理 1.1 Cauchy 问题 (1.1) 或 (1.2) 存在 唯一 的 解 u(t, z) 满足 


(u(t, £), ue(t,z)) € C(R; H+ (R”) ® L?(R")) N Li, (R; b2 (R”) ® Bz ?(R")), (1.4) 


loc 
这 里 
BER) = BRR) NLT (Rr), g= ED gt as) 
第 3 章 已 经 研究 了 临界 波 方程 光滑 解 的 整体 适 定性 , 现在 着 手 处 理 在 能 量 空 
间 中 的 整体 适 定性 ， 我 们 的 思路 是 建立 对 能 量 解 成 立 Dilation 恒等式 及 相应 的 
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Morawetz 估计 , 在 此 基础 上 , 借助 于 锥 上 的 Strichartz 估计 就 可 以 证 明 临 界 波 方程 
(1.6) 


在 能 量 空间 中 的 整体 适 定性 . 定理 1.1 的 证 明 将 分 几 步 来 进行 . 
证 明 ”第 一 步 . 局 部 存在 性 . 选取 CSR”) 函数 列 (px (x), de (x)) 使 得 
jim lpr(z) — pz) lan =0, lim jw 一 %z)za = 0. 
|s| < k, 
(1.7) 


FA EER E EEA 
Is? s, 

fte) = {inet Is] > k. 

(tir) €Rx R", 


由 紧 致 性 方法 ( 见 文献 [S1]), (1.1) 的 正则 化 问题 


Ou 
£ — Aug + fluk) = 0, 


ue(0,2) = pla), CHEO, 1) = a(z), 2 eR" 


| Ot 
的 解 {ux(t, zx)} FERRER PSS u(t, x), 满足 
(i) (u(t, x), u(t, z)) € L® (R; H1(R”) 8 L?(R")) N Cw (R; H! (R”) ® L?(R”)). 


(ii) WO=07-A. 
u 在 分 布 意义 下 满足 (1.1), 即 
J f Dxudzdt =| 人 \f (u)dadt 一 人 X(0,z)w(Z)dz 
+ | _xe(0,2)p(e)dz, Y x(t,2) €C2(R™). (1.9) 


(1.10) 


(iii) 能 量 不 等 式 
E(u, R”,t) = f (al + Vu)? 十 F(u) baz < E(u, R”,0) 


断言 ”存在 区 间 I = [-6,5], 使 得 w(t, z) 满足 
(u(t,2),us(t,2)) € (LBFR) @ ÈR), q= CED. aay 
事实 上 , 对 于 Ve > 0, 存在 闭 球 B, 使 得 
f {ave + IUP + Fp) bar < e, Bo = R” \ B. (1.12) 
(1.13) 


对 于 Ve € B, ÙX B(z, 25) = {y € B, |z — y| < 26} 及 
1 1 

,6) = =|Vy|? + =? + F bay 

e(z, ô) |, E + si)? + F(p) pay 
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显然 
lim $(6) = S(6) = sup e(z, ô). (1.14) 
0 一 0 rEB 
由 此 可 以 推出 , 对 于 上 面 s > 0, 只 要 选取 5 > 0 足够 小 , 就 可 以 确保 
S(6) <E. (1.15) 
id K 是 以 B= Bo 或 B= B(x, 26) 为 底 的 锥 ， 


人 ~ 
= ||: 1 Bi= KN {{t} x R”}. 1.16 
l- leaa Slay B=KN{ xR (116) 


由 第 3 章 中 建立 的 局 部 Strichartz 估计 及 非 线性 估计 技术 , 得 


lurlla,l0,25; <CE (ux (0), B)? + Clllus|? us llp,(0,26) 
<CE(ux(0), B)? + Cllluxl? “eri (K) llur lla, ro,2a) 
<CE(ur, B)? + Clltuell Zra (ac llurlla,{0,23): (1.17) 
zE 1 1 1 2 _ 2(n+1) 
i Pp (1.18) 
进而 , 由 Sobolev RA TH, 延 拓 与 限制 性 定理 、 插 值 公 式 可 推出 
Ux] pacB,) Sllūkll Loa (Rn) < li All any rllz Re) 
<Clluel ssl slg ' (1.19) 
Ke 1 1 1 1 n—2 
+ =a(— 5) + 一色 a=. | (1.20) 


注意 到 ap2 = q, 从 而 


1/p2 26 (1_a)p 1/p2 
— CD2 O)P2 
palia = (ff txaz) <e [ henley lhe egeat) 


By 


< Cilla, (0,26) 5 sup Slurl cana.) (1.21) 
1—a)(2*—2 1+a(2* 一 2 
—=>||uellq,[0,25] < CE(ux, B)? +C sup wz ||| 11028 ) (1.22) 
注意 到 
sup nl ERE» <E ' (1.23) 


2* 
0<t<26 L*" (Bz) 
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及 E(ux, Bi) < E(ux, R",0), 从 而 推 知 


24% llq,0,28) < C(Eo) + ellusllo toss) 一。 (1.24) 
选取 e < so = 271-2 C (Eo) -2 在 所 得 的 关系 式 中 取 k> 00, 就 有 
unlla ro.25 < Elur, R”, 0) 一 |。ro 25 < E(u, R”, 0). (1.25) 
利用 有 限 覆 盖 定理 (将 区 间 长 度 缩短 )、 有 限 可 加 性 原则 推出 
u(t, £) € L4(I; Bj (R")) = L° ([0, ô]; Bj (R")). (1.26) 


至 于 wi(t,z) € L4((0, 6]; By 2(R")), 可 以 从 经 典 的 Strichartz 估计 
p, + lul =} <CE(u,R",0)? + C||Dul (1.27) 


lull gd 4 a 
(I;Bå La(I;B; *) LP?(I;By ) 


(1.26) 的 推导 过 程 及 负 方 向 的 相应 估计 就 得 断言 的 证 明 . 
注 记 1.1 (i) 在 (1.22) 的 推导 过 程 中 , WERA, L(I; L??(B,)) 可 以 直接 
由 L®(I; L (By) 与 L(I; B3 (By) 插值 推 得 . 
(ii) 正则 化 方法 的 评注 . 对 于 不 同 的 形式 的 非 线 性 项 、 不 同 的 定 解 问题 , 不 同 
的 方程 正则 化 的 技术 是 不 同 的 , 但 本 质 上 是 去 掉 高 频 部 分 , 在 弱 拓 扑 下 忽视 了 高 频 
与 高 频 作用 可 能 产生 的 影响 . 这 也 是 在 较 弱 拓扑 下 得 到 的 弱 解 可 能 不 是 物理 解 的 原 
因 . 正则 化 方法 大 致 有 : 
(a) 有 限 光 滑 区 域 上 的 定 解 问题 : 采用 Galerkin 方法 ; 
(b) Cauchy 问题 : 用 磨 光 子 (mollifier) 的 卷 积 正则 化 技术 ; 
(c) 对 于 局 部 非 线性 项 : 采用 截断 正则 化 技术 ; 
(a) 对 于 非 局 部 的 非 线 性 项 : 采用 磨 光 卷 积 正则 化 技术 ; 
(e) 对 于 某 些 发 展 型 方程 , 则 是 采用 加 高 阶 粘 性 项 的 方法 , 如 Euer 方程 加 上 
vAu; 
(f) 一 个 最 朴实 、 最 适用 的 方法 是 用 光滑 算 子 (IT 一 sA)-: 来 磨 光 方程 , 然后 通 
第 二 步 . 唯一 性 . 设 u,v 是 (1.1) 且 满 足 (1.11) 的 解 , 由 经 典 的 Strichartz 估计 
就 得 


u — v| za =|lu— v|| Latr; La) < C(u]? 7? + lvl? =?) (u 一 v)|l Ls, L708,)) 


a(2* 一 2) (1—a)(2* —2) 
<C [lela jo,26) SUP lelli, 
a(2* —2) (1—a)(2* —2) 


+ lello io,25) aE lell 2 (B,) |u vl jar ratB,)) 
AR 
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<C(u, v, ns tee (1.28) 


ABM 6 > 0 充分 小 , 确保 Clu, v, 6) <5 . 利用 (1.28). APR EEE (TER 2B) 
及 有 限 可 加 性 原则 推出 


ult, xz) =v(t,z), (t,2) EI xR”. (1.29) 
第 三 步 . 能 量 守恒 等 式 及 Morawetz 的 Dilation 恒等式 . 
由 局 部 解 唯一 性 及 波动 方程 关于 时 间 解 的 双向 性 ， 从 能 量 不 等 式 (1.10), 对 
-6 < t < ô, 成立: 
人 {lu + 5|Vul? + F(u) bdo =f (am +5IVel + P(o) ba (1.30) 
由 上 面 能 量 等 式 及 (u(t, x), u(t, £)) € Cy(R; HR”) @ L?(R")) 就 可 以 推出 
(u(t, x), uz(t,z)) € C(I; H! (R”) 8 L?(R")). (1.31) 
事实 上 , 对 任意 的 re [-6, 6], 


le(mllaa + llu(T)l|z2 < CE(u,R”,0)?. (1.32) 


X(J) = fulsa) e C(J; H (R”)) NC! (J; L?(R”)), 


s.t.||(u, LERS. (Rn)@ BCRn)) , ull Lr2 (7 xR®) 


< 4CE? (u, R", 0), d(u, v) = lu — v|lnarxR), = [r,r +e], 


2(n +1 2(n+ 1 
P2 = ( ) q= 
n—2 n— 1 


上 求解 积分 方程 (1.2), 这 里 ce 待定 . 定义 
Tu = K(t — rju(r) + K(t — 7T)ut(T )— | Ke- rlu ua -2u (1.33) 
利用 Strichartz 估计 与 非 线性 佑 计 


上 zllxen <CE(u, R",0)3 + Cllae lul 


<CE(u,R",0)? + Cull)» 


La(J;B2 (R")) 


d(Tu, Tv) < (elana + 二 xm ) |u 和 vl La( IxRr) 
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<o( tlg + llc} dw) uve XO 
推出 , 存在 e(u(7)) > 0, 映射 T 在 X(J) 存在 唯一 的 不 动 点 u(t, e) 满足 
(u(t, x), u(t, 2)) € C(J; A(R”) 8 L?(R”)) 
及 时 空 可 积 性 . 根据 + e 了 的 任意 性 及 解 的 唯一 性 就 得 (1.31). 
注 记 1.2 ”对 于 次 临界 增长 1 <p<1+ — 由 Ginibre-Velo 定理 ( 见 文 献 
[GV2]). 从 u(t, x) € L®([—ô, 8]; H1(R")) 可 以 推出 


u(t) € Cy(I, EL(R)nLip(T LPR") Nn fN COT; L’(R")), (1.34) 
这 里 o, 
Qa(7) = 1— 6(7), 6(7) = "(3 一 3 
由 此 推出 


1 ul? ul?)dz = E(u, R”, 0) 一 l 
[ju + Vuar = BiR", o- f 
的 右边 是 te I= [-6,5] 的 连续 函数 ,自然 


lul?tidz (1.35) 


t — |luel|zacrn) + | Vul| L207) 
是 连续 函数 . 注意 到 (u(t, x), wi(t,2)) € Cy (I; HR”) @ L?(R”)), 故 (1.31) RX. 
设 0 <ty EI, 2 = (zo,to), 引入 如 下 记号 : 
K(z0)= {z = (z,t)||z — zo| < to — t, 0 < t < to}, 
M (zo) = {z= (2, t)||z — zo| = to — t, 0 < t < to}, 
Pi(zo) = {z= (x, t)| (x, t) E€ K(zo), t HÆ}. 
K (zo) 被 超 平面 t= 5, t = 工 所 截 而 得 的 锥 台 为 ~ 
Kg = {z = (z,t)|(z,t) € K(z0), S<t <T}. 
KE 的 边界 为 
OK! = Ds(z0) U Dr(zo) U MŽ. 
命题 1.2 (1) (u(t, x), u(t, 7)) € C(I; H'(R") @ L2(R")) 满足 局 部 的 能 量 等 


式 


E(u, Dr(z0)) + P(e MT (20)) = E(u, Ds(z0)), (1.36) 
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E(u) = —Sluel* + 5|Vulo + slul’ , 
2 2 2* 
Loa log 1, (1.37) 
et 一 了 + alVul + aclu’ 
E(u, Dr(zo)) - | e(u)da, (1.38) 
`J Dr (zo) 
T lj y ‘1 2* 
Flux(u, Mg (zo)) = zu — Vul 十 去 | 由” | do, (1.39) 
MT (zo) L2| ly] 2 
这 里 y = T — To. 


(2) Morawetz 的 Dilation 等 式 . 不 失 一 般 性 , 将 zo 平移 到 坐标 原点 zo = (0,0), 
记 Ks = K}, Ms = M}, 相应 的 Dilation 恒等式 为 


_ J {See 十 La “udu bdo + Rodxdt 
Ds(0) 2 


Ks 
+ (12 +——uuts Po Ja 0 (1.40) 
ay 0 utu “人 0 CO = U, . 
V2 Ms(0) 2 
这 里 
l 2 2 1 2* T 
Qo = z ( lult + [Val ) + aclu” +u F Vu), (1.41) 
xf \uz|? —|Vul? ful? T n—lu 
= 一 | 一 一 一 一 。 一 l. 
Po | T + Vu ut 十- Vu + 5 了 | (1.42) 
2* 
Ro = ME (1.43) 
、 n 


在 证 明 命题 1.2 之 前 , 先 作 一 些 具体 的 分 析 . 由 于 we L(I; b2 (R")), 则 


一 l, q = 2(n +1) + 1) . (1.44) 


™ 。1 
ul ~*u € L’ (I; BÈ (R”)), —— 


1 1 
一 十 — 
p q 
这 就 意味 着 Vu € L(I; By 2(R")) 恰好 是 ju -2w 所 属 空间 L(I; b3 (R”)) 的 对 
偶 空 间 . 另 一 方面 , 局 部 能 量 等 式 (1.36) 与 Dilation 等 式 (1.40) 是 在 光滑 意义 下 建 
立 的 , 欲 在 能 量 解 意义 下 证 明 这 两 个 等 式 , 就 需要 克服 方程 中 出 现 二 阶 导 数 的 困难 . 
这 就 需要 正则 化 技术 . 
命题 1.2 的 证 明 ”选取 (E) e C%(R") 满足 


1 
| O= 46 | Sa (1.45) 
R” |> 1. 
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这 样 , 记 Ê (E) = (277), 则 
Bj(7) = 2/"6(29 2) € S(R"). 


4 Uj = ®; * u, 则 它 满足 


uj — Au; + ®; x (jul? ~2u) — () (1.46) 
Ot? yo 
BSF ILF ARAL t, 
| uj(t, x£) —> u(t, £), 在 H'(R”) NA BZ (R")#, (1.47) 
Ocuj(t, 1) =“, w(t, 2), 在 L?(R”) PF. 
利用 控制 收敛 定理 , 有 
| uj(t,2)— ulte), ZÆ I(T HR") A LUT; b2 R")) (1.48) 
Ouj(t, 2) — u(t, 2), 在 L?(I; L?(R”)) N LII; By ? (R”))#, 
x (|u|? 2u) = Jul? u, 在 EMG BB (R")) 意 义 下 ， (1.49) 
ju; u; > u u, E LU; B? (RENT. 


为 简单 起 见 , 在 以 zo = (0,0) 为 顶点 , 以 {(t,x) | |z| < -to = —S} 的 锥 上 来 证 明 命 
题 1.2. 选取 


1, t+|z|<—e, tote <t<Q0O, 
Z| 十 上 十 E 1 1 
n(t,z) =< 1- elt tre —e < t+ |z| <0, 5to <t+zlz|， (1.50) 
t—to —€E 1 1 
LI 十 一， to < t< to +E, t+ 5|z| < 7 加: 


考察 正则 化 方程 (1.46) 在 关于 时 间 的 平移 变换 下 的 守恒 形式 , 等 价 于 两 边 同 
FEL. Muj = n(t,x)Opu;, 就 是 


n(t, 2)0.{ lorsl? + £(us)} — nlt, 2)V {Vuus} 
+n(t, 2) (8; * (ul u) — hes)? Puy) Ors = 0. 


整理 就 得 


A: {ne(u;)} — melus) — V - {n(VuzOruz) } + Vn (Vujdeus) 
+n(t, x) (®; * (jul? 2u) 一 lw? uj) Oyu; = 0. (1.51) 


两 边 在 Ks(0) 上 积分 , 可 见 
/| {me(uj) — Vn - (VusOrw;) }dadt 
Ks(0) 
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= f| t2) (8 « (ul? Pu) — jus” Pus) usd 
Ks(0) 
在 上 式 中 令 j> co, 整理 就 得 


Ihe {ne (5 Juel” + = |Vul? + lu") -v n: (Yuu) }dedt = 0 (1.52) 


现 将 y(t, z) 的 表示 式 (1.50) RAER, 就 是 


JI 


(5 Jue |? 十 一 = |Vul? + Z Jul? 一 al . Vu ) dzdt 


7E<t+|z| <0, 
Lig<t+3 |x| 
1 * 
= J] (5 Juel? + lvu + —|ul? ) dvat (1.53) 
O* 
toStStote, 
t+5 |z|<3to 
两 边 同 乘 以 s, 采用 特征 坐标 6 = t+ |r|, w = al 则 (1.53) 就 变 成 如 下 形式 : 
0 ete 1 1 1 g 
J J | (Sue? + —|Vul? + > lul? —w- Vue r”—!dwdrdG 
—edJvO0 Sn—1 2 2 2* 
tote 1 1 1 os 
= | J (le + —|Vul? + —|ul? ) dca (1.54) 
to \z|<to—2t \ 2 2 2 


这 里 积分 限 的 选 定 用 到 0 < |x| = —t < 6 一 to. (1.54) 的 两 边关 于 es RE, TH 


“eto 1 2,1 2, 1) 2* —1 
| | z lvl + z Vul + za Yl — w : Vuu |r” dwdr 
0 gn-1 


_ Liu? 4 lul Lv? \dz 
人 Ba (158) 
$ e= 0, EAS LAO RASA, 就 


1 1 1 oo» E 
v2 M? (20) ( 2|jz| ” -val tgl jc = Bu, Dro(20)). (1.56) 
同 理 ， 对 于 任意 的 to < tl < 0, 也 有 
i l 4 Luz \do = 
A haco (2 a ul + zl do = Btu Dato). Q37 


用 (1.56) 与 (1.57) 做 差 , 就 得 到 


= | (ae V 4 
— -| — u — Vu 
V2 Jm (zo) \2llel © 


gle” )ao+ E(u, Di, (zo)) = E(u, D+, (zo)), (1.58) 


4.1 能量 解 的 Morawetz 估计 及 整体 适 定 性 


从 而 (1.36) 成 立 . 
下 面 证 明 (1.40). BRT 


一 二 
Mu; = 7(t, x) (tarus +z: Vuj + tuy) 


乘 以 正则 化 方程 (1.46) 的 两 边 , 就 是 


n(t, x) a (Qn 十 一 一 


这 里 


1 
use) 一 div(tP;o) + Rol = 0, 


1 1 * x 
Qn = 5 (Insel? + Vus) + Els + (Sv), 


p, — Z (lute -Vult _ 
jot 2 


整理 得 


| 


Rjo = 


n 
— 1 (en 十 


£ n— l u; 
H) + Vu; (wrt? Vut 9 “), 


Jus |? 
1. 


— 1 n — 1 
use + Of | (tx + 5 ues) 


+Vn-tPoj + div(n tP;o) 十 nRjo = 0. 


两 边 在 Ks(0) 上 积分 , 然后 j 一 co, 得 


No le 


z uu) - tV7 - | dadt + J | nRodzxdt = 0. 
Ks(0) 


现 将 n(t,zx) 的 表示 式 (1.65) RA ER, 得 到 


JJ 


=E<t+|z|<0, 
sto<t+3|z| 


Sf 
to StStote, 


t+3 |z|<$to 


= (100 +" + 


2 


= Utu + cP) dxdt + J | nRodzdt 
Ks(0) 


Euu) dxdt = 0. 


(1.66) 两 边 同 乘 以 c, 然后 对 关于 e RKF, HE e = 0 取信, 得 


n— i1 
— J {to + 5 
Dto (zo) 


1 
+ 一 一 
V2 Mso (20) 


(100+ "5 


wu haz + J Rodzdt 
Kto (zo) 


—] 
wru +r: Py) do = = 0, 


. 121. 


(1.59) 


(1.60) 


(1.61) 


(1.62) 


(1.63) 


(1.64) 


AN 


1.65) 


(1.66) 
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由 此 就 证 明了 (1.40). 
第 四 步 . S ultr) 是 问题 (1.1) 的 极 大 解 , I = [0,T*). 者 T* < œ, WHER 
To E R”, 记 zo = (T*, 20). 借助 于 ult, x) 所 满足 的 (1.36) 与 (1.40), 容易 推出 


im, I lm jul? da = 0. (1.67) 
与 经 典 解 的 证 明 完 全 相同 , 由 局 部 的 Strichartz AER. Holder 不 等 式 就 可 以 推出 


CE(u,R",0)? < œ. (1.68) 


< 
lell abd (seo) 


命题 1.3 
Jim, E(u, Di(z0),t) = 0. (1.69) 
事实 上 , 取 s 充分 接近 于 T*, v 是 自由 方程 
人 
(1.70) 
v lt=s= ufs, z), Ve le=s= uels, Z) 


的 解 , 则 w = w 一 v 满足 相差 方程 的 Cauchy 问题 


| oe (1.71) 


w li=s= 0,， We |t=s= 0. 
应 用 能 量 守 恒等式 , 就 有 
Bi{flBtul2 + £(w)} — V - {Vwur} + |u|? uw — |w? ww = 0. (1.72) 
在 锥 台 K$ (zo) 上 积分 上 式 , 可 见 


E(w, De(z0)) + rlu, M$ (z0)) 


+ /| lul? “2wwdzdt 一 /| |w “2wwidzdt = 0. (1.73) 
Ks (zo) K$ (zo) 


TT. |u|? 2drdt 
K; (zo) 


l-a a+l1 
<C weet ul 2* (De (20) lelgis lwl 


注意 到 


2* -2 
< Illul? Pulosa rs 8-3) 


La ([s,t]; b7 2 (K$ (z0))) 


n—2 
<C(u, 152 , a=—, 1.74 
(u,v) S, lull ro (De(zoy)? %= Tq (1.74) 
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1—o l—a 
< C(u,v) | su, lull z2" (Deto) + D lella Dees) ’ 


ST. jw? 2 wwdzdt 
K3 (zo) 
(1.75) 


这 里 C(u,v) 依赖 于 能 量 模 及 u v 的 Lfs, t]; B2 (KS(z0)) BE. 故 由 (1.73) 就 得 估 
计 


sup B(w, De(zo)) < C| sup lull ocoy + ap elo] (78) 
4 s> T*, ERS (1.67) 就 意味 着 
im, E(w, D(z0)) = 0. (1.77) 
另 一 方面 , 由 经 典 的 Strichartz 估计 知 
lim. Elv, De(zo)) = 0. (1.78) 


故 估 计 (1.69) 就 可 以 直接 从 (1.77) 及 (1.78) 得 到 . 
根据 前 面 的 讨论 , 有 
Rauch 定理 的 局 部 形式 i zo = (to, z0), to>0. 
ult, x) E€ C([0, to); H*(R”)) NC*(([0, to); L7(R”)) 
是 (1.1) 的 解 . 存在 so > 0, WR 
E(u, Dr(20)) < €0, 对 T < to, (1.79) 
则 . 
| (u, uz) E€ (L® NC)([0, to); Hi (Ki(20)) 8 L?(K+t(2))), 
(u, us) € L%((0, to); BE (K:(20)) ® By ? (Ki(z0))). 


断言 ”在 命题 1.3 的 意义 下 , Rauch 定理 的 局 部 形式 意味 着 ult, c) 可 以 扩充 
到 zo 的 邻 域 K (Zo), Zo = (to + no, zo), 并 在 此 邻 域内 满足 


(1.80) 


| (u, ut) € L® NC([O, to +70); H! (K:(Z0)) @ L?(Ki(40))), a80 
(u, ut) € L4([0, to + no); BŽ (Ke(Z0)) ® By ? (Ki(40))). 
事实 上 , 由 命题 1.3, FET > 0, tT, 

E(u, Di (zo)) < Eo (1.82) 


9 
故 存在 zo = (to, zo) 在 平面 {to} x R” 上 的 球形 邻 域 Qi(zo), 使 得 


E(u, Dr(2)) < 7 Z = (to, £) € Un (z0). (1.83) 
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这 说 明 在 较 Dr(zo) 更 大 的 球 Br = {(T,z), dist(z, Dr(zo)) < to- T +n} E, 
E(u, Br) < Eg. 


由 解 的 有 限 传播 速度 就 推出 断言 成 立 . 
下 面 来 完成 定理 1.1 的 证 明 . 设 


u(t, £) € C({0,T*); H*(R")) NC}((0, T*); L2(R")) (1.84) 


是 (1.1) 的 极 大 解 , BERS. Ae. ERAT, 就 推出 问题 
(1.1) 的 满足 (1.83) 的 解 可 以 扩充 到 [0,T) x R”, > 7T*, 并 且 满 足 


i 
2 


(u, uz) € L4(I; B3(R") $ Bz, ?(R")), I =(0,7). (1.85) 


X5T* 的 极 大 性 相 矛 盾 . 故 定理 1.1 得 证 . 


4.2 能量 解 的 整体 时 空 估计 及 散射 理论 


为 建立 临界 波 方程 能 量 解 的 整体 时 空 估计 , 首先 要 建立 能 量 解 的 衰减 估计 . R 
键 的 工具 是 Dilation 恒等式 及 相应 的 Morawetz 估计 . 作为 能 量 解 的 整体 时 空 估 计 
的 直接 结果 , 给 出 了 临界 波 方程 能 量 解 的 散射 性 结果 . 

考虑 临界 波 方程 的 Cauchy 问题 : 

un — Au + |u|?” -2u=0, (t,z)ERxR", 
u(0, x)= p(x), ui(0,7) = Vr), zeR’”, (2.1) 
(p(z), Y(2)) € H*(R") 8 L*(R"), 


则 有 如 下 结果 : 
定理 2.1 设 w(t,z) 是 Cauchy 问题 (2.1) 整体 能 量 解 , 则 
(u, ut) € C(R; HHR”) @ L?(R”)) N Te(R; B? (R”) @ By?(R")), (2.2) 
这 里 
BÈR = BR) NLT (RY), q= CED, ge ZF in (23) 
在 上 一 节 已 证 明 


(u, ue) € LY (R; BZ (R") @ By ?(R")), 


loc 
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这 里 的 任务 是 证 明 : 能 量 解 关于 时 间 不 仅 是 局 部 可 积 的 , 而 且 是 整体 可 积 的 . 具体 


地 说 , 就 是 证 明 


uell < 00 


lul ia? (er) L9(R;B, 2 (R")) 
我 们 将 会 发 现 , (2.4) 可 以 归结 为 能 量 中 势能 部 分 的 衰减 性 , 即 
命题 2.2 设 w(t,z) 是 Cauchy 问题 (2.1) 整体 能 量 解 , 则 
ay. 1 . 
jim o(@)® jim, ze |, lude = 0 
证 了 明 Yeo > 0, 仅 需 证 明 存 在 To > 0, 
lg(t)| S Eo, Yt > To 


即 可 . 由 能 量 守 恒等式 , 存在 R > 0 充分 大 , 使 得 
<0 
| e(u)(0, z)dz < 3° 


2|>R . 
这 里 能 量 密度 函数 
e(u) = Slus? + |vul + Zlu”. 
男 一 方面 , 注意 到 (关于 时 间 变 量 平移 不 变性 所 对 应 的 恒等式 ): 
O:f{e(u)} — V - {Vuu} = 0, 
在 前 问 光 锥 的 外 部 区 域 利 用 散 度 定理 , 就 有 


1 E0 
e(u)dz 十 一 Flux(w, Mé) = f e(u)(0,z)dz < —, 
Jana (u) V2 0) |z|>R 8 


这 里 
1|z 2 1 
Flux(M:) = -| 一 V — jul?” | do, 
eso) 人 人 aj t tal Je 
M} = {(t, x) € [a,b] x R”, |z| = R + t}. 
下 面 仅 需 证 明 
= | lu(t, x)|? dz < 0 vt 之 To. 
2 Iz|<R+t 2 
通过 平移 变换 t 一 t+ 十 RR, (2.11) 就 归结 为 证 明 : 
=| u(t, x)| dz < o Vt > To. 
2* Jizlst 2 


(2.4) 


(2.5) 


(2.6) 


(2.7) 


(2.8) 


(2.9) 


(2.10) 


(2.11) 


(2.12) 


(2.13) 


(2.14) 
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HRE Mu = tôu + x -Vu + L 


RY (2.1) 两 边 , 就 得 到 Dilation 恒等式 


— 1 
O; (ae 十 n a — div(tPo) + Ro = 0, (2.15) 
这 里 
Qo = z luel + |Vul* } + zr "l + Ut 了 Vu |, (2.16) 
x { |uz|? — [Vu]? u n—lu 
== —— — = 一 1 
9* 
Ro = ww (2.18) 


n 


在 锥 台 KE 上 积分 , 应 用 散 度 定理 ， 


—] _ 
J (me。 十 一 5 us) dz 一 J (ne 十 一 
D(T2) D(T;) 


1 
us) dz 
1 


> 2" 
一 一 一 (: Qo 十 二 — uu + tħ: =, Jao + f, ju | ——dzadt 
V2 M7? |z| Kp ” 


4141+0I+IV=0, D(T;)= {z € R”,|z| < Tj, j = 1,2}. (2.19) 


在 M7? 上 ,有 |e|=t. 因此 


m=- f p {i mwt vu (+) bao 
=- y friu tun)? + ty + un) ba (2.20) 
将 曲面 积分 化 成 超 平面 上 的 积分 , 通过 
yr— (y, lul), 
FED v(y) = uly, lyl), 亦 见 
Up = ur +u, do = V2dy. (2.21) 


这 样 


T. 
z -1 
Ill = — | | (r + 一 ove] r”’—dwdr 
Tı Sn—1 
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2 Tə 
— 1 

h / (eet =) r”—*dwdr + i | ~ (ur 一 drdw 

Sr- 1 2r Ti Sn—1 4 

—1 y? r” 1 
+ drdw 
Snr- 1 r 
n-1 \” n—l 

_ | 7 Case =) r’—*dwdr 十 一 一 T202(7T2w)dw 

sr- 1 4 Sn—1 


-|/ T2v? (Tiw)dw, (2.22) 
4 Sn—1 


1 1 n—-1 \? [Vou]? juj? 
I= Ta | 二 2 二 r pew ee 

ot a al +5 (u +> u) + oa + 
一 1 一 1 —1) 

+ rw 十 =] u ba 一 J Ta- uurdx 一 J 12 (n 2 ) ju|*dz 
2r D(T2) 2r D(T2) 8r 

2 xæ 
1 1 n— 1 Vou? Jul? 
一 Toul + —( up ewe 

Dot | sll + (e + z u) + D7 十 T 
一 工 n— i1 T2 2 2 

rr( u) ube -一 | | , T20r(r™™ lul )drdw 

0 Sn- 
— — 12 
十 mn— V(r = 3) 1)(n = 3) | | Tor” S|vul?drdw 
8 0 Sn—1 
2 x 
1 1 n—1 [Vou]? (ul? 
= To |= u|? + =( ur 
Loot y [zll + (u += u) + a + os 
n— 1 n— i1 n—-1 2 
十 ?1 Ur + or ut ?dz 一 a on Ty” |u|“ (wT2)dw 


(n—1)(n—-3), 5 
这 里 用 到 Cauchy 不 等 式 及 
[Vul]? — už = = Vout - r2 ET ju)” (2.24) 
r? j<k 


同 理 


2 2* 
n=- | [n hl + (m+) + 一 一 一 一 十 * 
D(T;) 2 2 2r Qr2 2 


—1 —1 
+r( up + ——u \u bde + all Tr * |ul? (wT) dw 
2r 4 Sn—1 
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_ J r, D0 3) ujas, (2.25) 
D(T;) 8r 
4 
Tə = T, Ti = eT’, O<e<cl. (2.26) 


将 (2.22), (2.23) 及 (2.25) 代入 (2.19), 注意 利用 Hardy 不 等 式 


2 ‘ 
| lw ar<C J Vul2dz, (2.27) 
Rn [Z| Rn 
就 得 到 


rf lul? dz < CeTE(u Dtf | Tho! 

D(T) Sr- 1 

hon jul? dz < CeE(u +f | (w+ 
D(T) Sn—1 


先 取 c > 0 充分 小 , 使 得 


= n-ldwdr, 


2 
=») r™—*dwdr. (2.28) 


eCE(u,R",0) =>. (2.29) 


男 一 方面 , 由 Hardy 不 等 式 与 能 量 不 等 式 (2.10), 可 见 


T 
De Ls (ee 
eT JSnr-} 


由 此 推 得 (2.5), 从 而 命题 2.2 得 证 . 
定理 2.3 Cauchy 问题 (2.1) 的 解 u(t, x) € C(R; H1(R") @ L?(R")) 满足 整体 
时 空 估计 (2.4). REZ, ult, zx) 满足 如 下 整体 时 空 可 积 性 : 


] \2 
v) r"* dwdr < 2Flux(u, MẸ) < 2 (2.30) 


(u(t, x), u(t, 7)) € L4(R; B2 (R") ® By ? (R™)). (2.31) 


证 明 ”由 Strichartz 估计 , (2.31) 等 价 于 证 明 w(t, zx) € L4(R; B? (R")). 再 由 局 
部 的 时 空 估计 (2.3), (2.4) 或 (2.31) 就 归结 为 证 明 : 仅 需 对 某 个 固定 的 To > 0, 


u(t, x) € L? ([To, 00); B? (R")). (2.32) 
由 命题 2.2 知 , 对 于 充分 小 的 so > 0, 可 找到 To > 0, 使 得 


lg(t)| < £o, Vt > To. (2.33) 
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今 对 任意 的 人 > To, 由 Strichartz 估计 及 非 线性 估计 , 就 得 


lull 1 <CE(u, R",0)? +C sup lull ELZ? jju ite —2) 
To< 


L4((To,T);B? ) L? (R") L9((To,T};B2 ) 


<CE(u, R®, 0)? + Coed VO) yy ro?) (2.34) 
L4([To,T];B2) 


这 里 =" 今 取 co > 0 充分 小 , 就 可 推出 


lull < 2CE(u,R",0)?, YT >To. (2.35) 


La([To,T]; BS) ~ 


在 上 式 中 令 了 一 00, 就 得 定理 2.3 的 证 明 . 
定义 2.1 ( 波 容许 对 的 概念 ) 称 (q,r) 是 波 容许 对 , 如 果 


2<q,r Sœ, (q,r, y(r)) £ (2,0, 1), 


且 满 足 
0 < É 和 min(7(r), 1), (2.36) 


习惯 记 为 (qr) e A. 特别 , 当 
时 , 就 称 (q,r) 是 最 佳 波 容许 对 , W (gr) eA 
推论 2.4 设 (gi,r1) eA 满足 
p +ô) -4 =1. (2.37) 
qı 


则 Cauchy 问题 (2.1) 的 解 u(t, zx) 满足 如 下 整体 时 空 估计 


Nulla (R; B?1 (R”)) + [uell pos (R;B21~*(R*)) < CE(u, R",0)?. (2.38) 
特别 , 若 (6,7) 满足 
1 + n n-2 
IF 2? 
则 
ull jacR; LaeRr)) < CE(u, R",0)?. (2.39) 
事实 上 , 取 


ann) = (aa) = (2P +) a. 


n—-1’ n-1 
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则 由 经 典 的 Strichartz 估计 


lull za cn; Br} (R™)) 十 well za (R;Bf1~*(R")) 


<E(u,R”,0)? + ||fol 


wi 
L% (RÈ (Rn)) 


及 非 线性 估计 就 得 推论 2.4 的 证 明 . 


(2.40) 


定理 2.5 Cauchy 问题 (2.1) 所 定义 的 波 算 子 Wi 及 散射 算 子 S = WF oW- 


是 H'(R") @ L?(R") 到 自身 的 同 胚 映射 . 
WEAR W A=(—-A)?2, 定义 


Uo(t)(y, Y) = (cos(At)y + 4 sin( At), —Asin(At)y + cos(At)y). 


我 们 知道 , (2.1) SVAN B BRAS 
居 oe (t,z) ER x R”, 
v(0, z) = p(x), vi(0,7) = V(r), ZER- 
的 解 可 表示 成 
v(t, z) = cos(At)y + Aq sin(At)y. 
易 见 , (v(t, x), u(t, z)) = Uo(t)(y, h). 下 面 先 来 考虑 渐 近 完备 性 . 
对 于 Y(p,W) € H'(R") 8 L?(R"), © 


+oo 
(u*(t), iu*(t)) = Uolt)(y, Y) - | Uolt — 7)(0, ul" -2u)dr 


直接 验证 
| (u(t), we(t)) — (u*(t), Oru Ol ner: 
土 co 
< J (A`! sin A(t — T), cos A(t — 7) )ju|? ~?udz 
t H1 8L? 
(1 一 ca)(2 一 2) 1 1) 1+a(2*—2) 

< su Ul L2" (Rr) 

tsr =o lulz» (R) lu wl a(t +00); ,BY (Rn)) 
— 0, t-+t0, a= na2 

n— 1 
引入 如 下 记号 


+00 
(+(x), Y+ (x)) = J (A~* sin Ar, cos Ar) Jul? ~2udr. 


(2.41) 


(2.42) 


(2.43) 


(2.44) 


(2.45) 


(2.46) 
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则 (2.44) 就 等 价 于 
(u*(t), u*(t)) = Uo(t)(y(2) — O*(a), pz) — Y (2)). (2.47) 
这 样 一 来 , 就 可 以 定义 X = A(R") @ LR”) 到 自身 的 映射 Wr 为 
(p+(z), p+(z)) = WE (pl), (7)) 全 (p(z) — O* (2), V(@) — YE (z)). (2.48) 


反 过 来 , 对 于 (p+(zx), y+(z)) € A(R”) 8 LR"), 波 算 子 的 存在 性 就 归结 为 寻 
求 积 分 方程 


+oo 
(u(t, x), ue(t, x)) = Uo(t)(p* (2), Yt (z)) +j Uo(t — T)(0, ju” “2u)dr (2.49) 


的 满足 条 件 
+00 . 
im | Uo(t — T) (0, Jul? ~2u)dr > =0 (2.50) 
的 解 . 
为 此 目的 , 构造 工作 空间 
Y(I) ={(u, ut) € C(I; H}(R”) @ L?(R")) s.t. (u, u+) € L9(I; B? (R”) 
9 B;?(R")), I = [to, co) EÈ I = (—co, to] }. (2.51) 
在 其 闭 子 集 
B = {(u, u) € YD), Iu, wo) lyen < Cro} (2.52) 
上 讨论 , 这 里 


dim Cito = 0, Cto = 1 的 (P (2 大) SE (Rey) 
这 样 一 来 , 利用 标准 的 方法 , 可 以 建立 终 值 问题 (2.49) 在 VI) 上 的 局 部 适 定性 . 利 
用 波 方程 关于 时 间 的 可 逆 性 , 从 to 或 -to 出 发 , 求解 波 方程 的 Cauchy 问题 , LAT 
以 将 其 延 拓 到 整个 RE. 这 样 一 来 , 就 定义 了 波 映 射 


(2.53) 


Wi: (p*(z), ¥*(z)) — (9(2), (2). (2.54) 


下 面 验证 WE! 存在 且 恰好 是 上 面 渐 近 完备 性 定义 的 映射 W. 事实 上 , (2.49) 
决定 的 初 值 是 


土 co 
(B(2), D2)) = (pt (2), y+ (2) + l Uo(—1)(0, ful?” ~2u)dr. (2.55) 
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由 此 推 知 

(p* (x), Y+ (z)) = (G(z) — P+ (z), (z) — U*(a)). (2.56) 
这 意味 着 Wi WMA Wl = Wr! 是 A(R") @ LR”) 到 自身 的 同 胚 映射 作为 
直接 结果 , 就 定义 了 散射 算 子 5 = WF-!o W-_, 它 自然 也 是 A(R”) @ LR”) 到 自 
喘 的 同 胚 映射 . 
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半 线 性 超 临 界 波 方程 能 量 解 与 光滑 解 的 整体 适 定性 仍然 是 公开 的 , 而 临界 与 
次 临界 波 方程 的 研究 近 几 年 取得 了 长 足 的 进展 , 现 将 这 一 领域 的 研究 进展 、 遗 留 问 
题 、 宝 要 的 方法 与 技术 给 出 一 些 总 结 ， 以 便 今 后 从 事 研 究 时 使 用 . 
考虑 形 如 临界 或 次 临界 波 方程 的 Cauchy 问题 : 
Utt 一 Au + f(u) = 0, (x, t) E R” x R, 
| u(0, T) = (xr), vi(0,7) = YL) FE R”, (3.1) 
(p(x), Y(£)) € H*(R") @ L?(R”), 
这 里 (i) f: C C 连续 且 有 f= flu) + hlu), 其 中 
_ OF EC! 
VNA F(z) € C1(C, R+), os<1+ 4 B2 
If (z1) — f(z2)| < Cal + [zal 1)|z1 — zal, ne 
(ii) h(z)  C 上 整体 Lip 连续 , 即 


Ih(z1) 一 h(z2)| < Clz1 一 zəl, Vzı, za E C. (3.3) 


由 紧 致 性 方法 、 经 典 的 Strichartz 估计 与 不 动 点 定理 , 有 如 下 结果 : 
定理 3.1 FE (3.1)~(3.3) 的 假设 条 件 下 , 有 如 下 结论 


()t?1l<p<1+ -一 Cauchy 问题 (3.1) 存在 一 个 唯一 解 u(t, z) 满足 


(u, uz) € C(R; H'(R”) @ L*(R")), (3.4) 
u(t,2) € L ==? ({0,T] x R”), YT >0. (3.5) 

(2) 设 p=1+ L, Cauchy 问题 (3.1) 至 少 存在 一 个 解 u(t, zx) 满足 
(i) (u, ue) € Cw(R; H1(R") ® L?(R")): (3.6) 


(ii) 对 于 任意 的 上 > 0, 存在 r(t) > 0 满足 


(u, uz) E€ C([t,t + 7(0)]; H'(R") Q L? (R”)), (3.7) 
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2(n+1) 
u(t,T) EL naa ( 


注 记 3.1 (i) 在 次 临界 的 情形 下 ， 由 Strichartz 估计 , 对 所 有 的 波 容许 对 
(q,r) € A, 如 果 满 足 o + ô(r) 一 = =1, 那么 


t,t + 7(t)] x R”). (3.8) 


(u, ue) E€ L4((0, T]; B7 (R”)) © L1([0, T]; b27 (R”)), VT > 0. (3.9) 


特别 ， 
一 - =1, YT >00. (3.10) 
这 是 时 空 估计 (3.5) 的 推广 形式 . 同 理 , 对 于 临界 情形 的 局 部 时 空 估计 (3.8) PAR 
似 的 推广 形式 . 

(ii) 对 于 临界 的 情形 , 如 果 得 到 的 弱 解 是 唯一 的 , 那么 利用 (3.7) 及 t > 0 的 任 
意 性 就 可 以 得 到 


u(t, x) € L4([0,T];L"(R")), 6(7) 


(u, ut) € C(R; H'(R”) @ L?(R")). (3.11) 


(iii) 在 临界 情形 下 , 证 明 (u, ut) € C(R; H1(R”) @ L7(R")) 就 需要 排除 能 量 (以 
Klein-Gordon 方程 为 例 ) 


E(u; R”, t) = 2 | (1a + |Vul? + Jul? + F(u)) de (3.12) 
R” 


在 某 些 点 聚积 . 直观 上 来 看 , BER PA NESE A BEA AA t( ee AREA EL), 
这 可 数 个 不 连续 点 可 能 有 聚 点 , 这 样 一 来 就 产生 能 量 聚 积 现 象 . 

为 简单 起 见 , 考虑 临界 Klein-Gordon 方程 ( 亦 可 以 考虑 波 方程 , 见 上 节 的 讨论 ) 
的 Cauchy 问题 : 


ur — Au + u + f(u) =0, (txr) ER xR”, 

u(0, £) = p(x), vi(0,7)= Vr) xzeR”, (3.13) 

(p(x), Y(1)) € H*(R") 8 L*(R"), 
这 里 

f(u) = jul? 2u. (3.14) 

Ginibre, Soffer 和 Velo 对 对 称 的 初始 函数 , 证 明了 (3.13) 的 弱 解 所 对 应 的 能 量 函 数 
是 一 个 常数 , 故 (3.11) MAL. 当 3 < n <7, Grillakis, Struwe, Shatah 等 证 明了 整 
体 光 滑 解 的 适 定性 , 见 第 3 章 的 内 容 . 上 一 节 证 明了 (3.13) 的 弱 解 是 满足 能 量 守 恒 


及 (3.11) 的 整体 解 . 现在 再 给 出 这 一 结果 的 另 一 个 证 明 , 以 便 更 好 地 理解 这 一 问题 
的 本 质 . 
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定义 3.1 ”定义 
A = {Cauchy 问题 (3.1) 的 满足 (3.6) ~ (3.8) 的 弱 解 的 全 体 }， (3.15) 
Milu] = {7 > 0; E(u, RR", 7 — 0) # E(u, R”, T +0), u € A}. (3.16) 


定理 3.2 ÈT > to 20, u(t, x) € A 满足 Mul n(to,T) =o. WRMKF u 
的 几 条 性 质 互 相等 价 : 
(1) T € Molul; 
(2) (u, ue) E “MoT H? @ L?(R”)); 
(3) u(t, £) € L= ([to, T] x R”); 
(4) u € L4([to, T]; L7(R”)), 这 里 
1 2N 3n 


门 一 二 一 F < 一 一 一 ; .1 
0 (人 ) 7 1, -5 S< 73) (3.17) 


(5) u € L4([to, T]; Br2(R")), 这 里 (q,r) e A( 最 佳 容许 对 ) 且 满 足 


o + 6(r) — - =1, (3.18) 


换言之 从 2<r< A’ I (n> 及 2<r<o0 (n=3), 就 是 


n+1 1 
(ee o=1-{(r), -= a(l- o), n 2 4, 319) 
n+l 1 n-li 
l- ome “<< o=1-{£(r), g neit 0 n = 3; 
(6) 对 于 任意 的 ro e R”, 存在 = ôlu, z0) > 0 BER Q(zo) = {fzilz — zo] < 


n} nlu, zo) > 0 使 得 
u(t, x) € L (|T — ô, T] x Q(z0)): (3.20) 


(7) 对 于 任意 的 zo € R”, 存在 5 = 6(w, ro) > 0 使 得 


T 
| | jul m2 dxdt < oo. (3.21) 
T—6 J6|x—20|2?<T-t 


证 明 思 路 ”由 Am 的 定义 , 有 (1) (2). 

利用 经 典 的 Strichartz 估计 及 临界 情形 局 部 存在 性 的 证 明 技 术 与 非 线性 估计 
方法 , 就 得 (5) (2). 

利用 Sobolev RRA FE EB, (5) 一 >(4) 一 > (3). 
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(3) 一 (2) 因为 we A H Mul N (to, T) = Ø, 故 
(u, ut) € C(to,t]; H! 8 L2(R")), Yt<T (3.22) 
H 


lim (u(t, x), &u(t, 1)) = (u(T, £), ju(T,2)), Æ H'(R”) 8 L’(R”)ÆX F. (3.23) 
AW (u(T, 1), Ou(T, x) 为 初 值 , 反 向 求解 (3.1), WEHE to <7 <T 及 解 u(t,z) W 


(u(t, £), u(t, £)) € C([r, T]; H! (R") @ L?(R”)), 
pe T) EL (fr, T] x R”). (3-24) 
由 于 u(t, z) 与 u(t,z) 在 T 处 有 相同 的 初 值 且 在 [7,7] 均 满 足 (3.24) 中 的 时 空 可 积 
性 , 故 u(t, £) = u(t, x). 
(6)—> (2) 由 总 的 假设 条 件 ( 即 w(t,z)e AH M[uln (to, T) = Ø) 及 (6) 可见， 
对 于 任意 的 R > 0, 利用 有 限 覆 盖 定 理 , 可 得 


Ju; L =? (fto, T] x {|x| < R})|| < o. (3.25) 
下 面 的 证 明 本 质 上 是 (3)— > (2) 的 局 部 形式 . SR (u(T, 2), Bu(T, 72)) 为 初 值 , & 
向 求解 (3.1), 则 存在 to <r <T KRH ult, z) 满足 (3.24). 根据 波 的 有 限 传播 速度 ， 
可 见 


ut, 7) =u(t,z), (t,x2) €[7,T] x R"A {(t,x); |r| < R—(T —t)}. (3.26) 


利用 R > 0 的 任意 性 就 知 (6) 一 > (2). 
(D= (6) 由 于 所 证 的 结果 是 局 部 的 , 故 仅 需 对 zo = 0 来 证 明 : 存在 5>0 使 


2(n+1) 


得 : u(t, z) € Loe? ([T —n,T] x {2;|z| < n}). 记 


Q =Q? = {(t,z): z € R",0<t< °(2)}, (3.27) 


这 里 @5(z) e CM(R") 是 非 负 的 径 同 函数 , 满足 
T 一 5|z|”， jz| <1, 


$°(x) = M>1,6<«1. (3.28) 
T — 26, |z| > M. 


显然 , 存在 [-1,T +1 JB SHCA (SEKR): (t, r) — (t,x) 使 
得 


1 = P(Q) = [0,726] xR", 5! = {t =T — 26}, (3.29) 


(tx) = (t,x), |z| > 10M. 


` 136 . 第 4 章 ”临界 波 方程 能 量 解 的 整体 适 定性 与 散射 性 


在 微分 同 胚 意义 下 , (3.13) 在 Q 上 的 解 u(t, z) 就 映射 到 类 似 于 (1.13) 的 方程 在 Q 
上 的 解 alt 四 且 满 足 a(t,2) c LT (Q')， 由 上 一 步 的 证 明知 , t) 可 以 扩充 
到 Q" = [0,T 一 26 十 e] x R”. 故道 变换 vli 是 ult, r) 的 一 个 扩张 , HO’ 是 其 内 
部 . 与 此 同时 , ult, z) € L(V-1(Q")). 

注 记 3.2 (i) 在 定理 3.2 总 的 假设 ( 即 (ult, r) AEB Mun (to,T) = 2) 下 ， 
下 面 的 性 质 与 定理 3.2 的 (1)~(7) 等 价 , 具体 地 说 就 是 

(8) 对 任意 的 zo € R”, 存在 6 = ô(u, zo) > 0 及 N= Q(u, xo) = {zilz 一 zol < n}, 
n = nlu, zo) > 0 使 得 


(u(t, x), u(t, £)) € C((T — 6, T]; H'(Q) @ L*(0)). (3.30) 


这 一 事实 的 证 明 本 质 上 依赖 于 局 部 的 Strichartz 估计 . 
(ii) 性 质 (3.30) 表明 , 对 于 任意 的 u(t, xz) c A, 整体 能 量 E(u, R”, t) 的 连续 性 
等 价 于 局 部 能 量 | 


E(u, Q, t) = 5 | (la + |Vul? + jul? + F(u))de, 对 任意 的 球 Q CR” (3.31) 
的 连续 性 . 对 给 定 的 球 O, 我 们 知道 E(u, 0,t) KF te fto T) 一 致 有 界 . 因此 
lim E(u, 9, t) = E(u, 9, T) 
等 价 于 能 量 密度 函数 
e(u) = 5 (il? + [Vu]? + lul? + Plu) 


在 0 上 的 一 致 可 积 性 . 换 句 话说 , 不 发 生 能 量 聚 积 效应 , 即 对 于 任意 的 e > 0, 存在 
6 > 0, 使 得 
Elu, Qs, t) <E Qc, Ns <5, ve [to, T). (3.32) 


(iii) 如 何 排 除 能 量 聚 积 是 研究 临界 波 方程 整体 适 定性 的 关键 . Struwe 首次 指出 
局 部 时 空 估计 、 局 部 Morawetz 估计 在 研究 临界 波 方程 相应 问题 时 的 重要 和 性. Gri- 
lakis 注意 到 排除 能 量 聚 积 可 以 归结 为 排除 能 量 中 的 势能 部 分 的 聚积 . 换言之 , 就 是 
证 明 lull 不 存在 聚积 现象 . 用 这 一 观察 结合 Strichartz 估计 就 证 明了 当 3<n<5 
时 , 临界 波 方程 光滑 解 的 整体 适 定性 . Shatah 和 Struwe 利用 局 部 的 Strichartz fA 
计 等 工具 将 Grillakis 的 结果 推广 到 n = 6,7. 

(iv) 与 上 一 节 一 样 , 这 里 处 理 的 也 是 在 能 量 解 意义 下 临界 波 方程 的 整体 适 定性 . 
与 此 同时 , 如 果 采 用 更 精确 的 Strichartz 估计 , 可 以 证 明 当 mn < 9 时 , 临界 波 方程 整 
体 光 滑 解 的 适 定性 . 
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命题 3.3( 局 部 的 Strichartz 估计 ) (1) 设 (q,7) € 人 满足 (3.17). 则 


(fiw u(t Mt, aot) | <C[Ilullz3(Q,) + ll¥llz2(@,)] + “(fo || Lol?) leya), 


L= (0-1), relT-—ô,T]. (3.33) 
(2) BW o,q,7,o 满足 下 面条 件 : 
_ o* _1 nn-l1 1 2N -Z aL _1 n+tl 
7 一 2” ， < 一 7 一 m? aD? g=1 T= a= z ` (3.34) 


则 存在 so > 0, 对 于 任意 的 0 < so, 成 立 


T+0 = 
( [7 Olke) 
m0 a 
<fn» + hs S Oeod) 
T+0 
+ lled}, (3.35) 


XE re (T-6,T-O,n>5, BY 表示 局 部 的 Besov 空间 , 可 参见 文献 [Tr2]. 
注 记 3.3 (i) (8.17) FXF F 的 范围 从 
| 2<Gxoo, n4, 


2<g<o0, nN<3 


就 可 以 直接 得 到 . 

(ii) 从 (gr) € A WHE o + 6(r)-—2=1 PH Wo =1- G(r). 取 7=2*, RAE 
出 关系 式 (3.34). 

(iii) 局 部 的 Strichartz 估计 可 以 根据 整体 Strichartz 估计 及 波 方 程 的 有 限 传 揪 
速度 的 性 质 得 到 . 关于 (3.35), 需要 证 明 : 存在 扩张 算 子 6&: Bs (Qi) 一 > B?(R") 
及 收缩 算 子 Ri: Br(R") — BI (Qi), 且 关 于 |t| < 工 是 一 致 有 界 的 算 子 . E Q Æ 
球形 区 域 , 当 0 < o < 1,1<r<n 时 , 不 难 构造 满足 上 面 要 求 的 扩张 与 收缩 算 子 . 
然而 , 对 于 一 般 的 区 域 及 对 可 积 指标 更 一 般 的 范围 (例如 r > n), 还 需要 证 明 满足 
上 面 性 质 的 映射 的 存在 性 . n > 5 的 限制 正 是 源 于 2* <n 的 要 求 . 

定理 3.4 WT>O0, ult,cz) ARE Mluln(0,T)=9. & 


. _2m 
lim, 人 ju(t)|»-2dz = 0, (3.36) 


则 u(t) € L= (Q). 
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证 明 思 路 (i) 4n= 3,4,5 WY, 利用 Strichartz 估计 (3.33) 及 
2n 2(n +1) 2n 
n—-2~ n—-2. ~ n—3 
就 可 以 直接 得 到 所 要 结果 . 
(ii) 下 面 考虑 n> 6 的 情形 . 容易 看 出 , u(t) c LEP (Q) 可 以 归结 为 证 明 


T 
J [uOllbecent < oo (3.37) 


这 里 oq, r 同 (3.34). 事实 上 , 由 Sobolev RAH, 


* 2n? 
herd < fh, 上 (bs 和 < oo， 一 一 二 (3.38) 


与 此 同时 , u(t) € L? (Qa). 它 与 人 38) 插值 就 得 u(t) e L CE (Q). 下 面 证 明 (3.37). 
对 任意 的 0 > 0, > 


1 


(r+0)AT 3 
N= (SO Olet) (3.39) 


这 样 一 来 , 仅 需 证 明 当 7 很 接近 T ON, N, 一 致 有 界 . 由 局 部 的 Strichartz 估计 
(3.35), 得 


ro 
N, sclemlaeo+clamlaeo+c( f MON) 


| T+0 ， ma 
SCE Qudt +O {Ms ena) (3.40) 
由 非 线性 估计 的 技术 , 可 见 


7 十 0 4 
/ q — ) y 


TXIt[IT+ TSt 


(3.41) 
这 里 
-20-3 v= y=vtna = E, m= -一 (3.42) 
注意 到 (3.36), 将 (3.41) 代入 (3.40), 就 得 估计 
N, < Cy + Co(r)NY, (3.43) 


这 里 Ci 是 常数 , 而 C2(7) 满足 


4.3 波 方程 与 Klein-Gordon 型 方程 能 量 解 及 相关 问题 - 139 . 


jim, Co(T) = 0. 
由 此 就 得 定理 3.4 的 证 明 . 
对 于 经 典 的 波 方程 或 Klein-Gordon 方程 , 利用 Dilation 恒等式 就 可 推出 (3.36), 
即 
命题 3.5” 设 w(t,z) e A 是 (3.13) 的 解 . 对 任意 给 定 的 全 > 0, 满足 Mun 
(0,T) =Ø. flu) 除 满足 (3.2) 之 外 , 对 于 充分 大 的 |z|, 还 满足 


F(z) < Clzl?, Re(zf(z))— F(z) > Cle”. (3.44) 


则 
e —_—————— 。 < < , , 


注 记 3.4 ”从 能 量 的 正 性 及 Morawetz 估计 的 推导 就 可 以 发 现 限制 性 条 件 是 
自然 的 . 然而 , 究竟 (3.45) 是 否 是 必要 条 件 , 是 一 个 需要 研究 的 问题 . 

综 上 所 述 , 可 以 得 到 与 上 一 节 类 似 的 结果 : 

定理 3.6 He f(u) 满足 (3.2) 及 (3.44). 则 Cauchy 问题 (3.1) 或 (3.13) 存在 
一 个 唯一 解 ult,z) 满足 (u, u) € C(R; H1(R") 8 L(R")) 及 


u(t,2) € L= (0,T] xR"), YT > 0， (3.46) 


下 面 的 定理 给 出 了 上 面 弱 解 的 一 些 性 质 . 

定理 3.7 ”在 定理 3.6 的 条 件 下 , 记 ult,c) 是 由 定理 3.6 所 决定 的 Cauchy A 
题 (3.1) 或 (3.13) 的 解 , 有 如 下 结果 : 

(1) 对 任意 的 了 > 0, w(t,z) 在 空间 C([0, T]; HR”) @ 2(R")) 中 连续 依赖 于 
初始 函数 . 

(2) 设 (q,r) € A 满足 o + ôr )-1=1, 则 


(u, uz) € L4((0, T]; B2,(R")) ® L4([0, T]; Bea (R")), YT >0. (3.47) 
特别 
ult, z) € L4((0,T);L7(R")), 4(F) 一 z =1, YT >0. (3.48) 


这 是 时 空 估计 (3.5) 的 推广 形式 . 同 理 , 对 于 临界 情形 的 局 部 时 空 估计 (3.8) 亦 有 关 
似 的 推广 形式 . 

(3) 设 0<s <5 , (v(x), o(z)) € H9*1(R")@H*(R"), 则 (u, u+) € C(R; HHR”) 
® H*(R")), H 


(u, uz) € L9((0,T]; B257 (R”)) @ L4((0, T]; BS$°-*(R")), YT > 0 (3.49) 
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这 里 gq,7,o 同 (2). 
(4) 设 n< 21, (p(x),w(z)) € H2(R") @ Hi1(R"). Æ flu) 还 满足 


UD NM EA) 


2*—3  4,,;2"-—3 u — *> 
< | (Jul vl == u- vj, 2° 23 (3.50) 
lu — v|? 2, 2* <3, 
则 u(t, z) 就 是 (3.1) 或 (3.13) 的 强 解 , BH (u, we) € C(R; H? (R”) @ H! (R”)). 
(5) & n <9, f € C”(C,C) H 
flu) ~ luu, [u] ~ 00, (3.51) 
者 (y(x), Y(2)) € Ns>0oH°t!(R”) @ H9(R”), WI 
(u, ut) € C(R; H°**(R") 8 H° (R”)), s>0. (3.52) 


(6) $ n < 9, f e C”(C, C) 且 满 足 (3.51). # (p(z),W(z)) € C®(R”)9C”(R"), 
则 u(t, x) € C(R™*), 

注 记 3.5 ”定理 3.7 中 (1)~(4) 的 详细 证 明 可 以 参见 文献 [Kal], (5) 的 证 明 可 
以 参见 文献 [GV10], (6) WEE (5) 的 直接 推论 . 


第 5 章 非 线性 次 临界 Klein-Gordon 方程 
与 Schrodinger 方程 的 散射 理论 


本 章 利用 时 空乘 子 方法 及 广义 的 乘 子 方法 结合 加 权 的 Sobolev-Hardy 型 不 等 
A, 在 较 弱 的 互 斥 条 件 下 , 建立 不 依赖 于 非 线性 项 及 空间 维 数 的 Morawetz 型 估计 ， 
并 证 明了 任意 维 空间 中 次 临界 Klein-Gordon 方程 、 非 线性 Schrodinger 方程 的 散射 
性 理论 . 


5.1 引 F 
考虑 
(NLKG) Du +u + f(u)=0, (1.1) 
(NLS) ius — Au + f(u)=0, (1.2) 


这 里 f: 表示 C C 的 非 线性 映射 ， 
u = u(t, x): R!” — C, neN, 


ðu 8? 
—, OŪ= = -A. 
Ot Ot? 
本 章 主要 目的 是 在 非 聚 焦 型 非 线性 次 临界 增长 条 件 下 , 证 明 (NLKG) 及 (NLS) 
在 能 量 空 间 


ui = Ù = 


E= H! & L? (NLKG) 或 E=H' (NLS) 
中 波 算 子 、 散 射 算 子 是 良 定 的 , 并 且 是 连续 的 双 射 . 
研究 历史 与 经 典 方法 
(1) Brenner, Ginibre-Velo(1985) 借助 于 经 典 的 Morawetz 估计 


If... ep drdt 和 CE(u), G(u) = Re(uf(u) — F(u)), (1.3) 


证 明了 当 n > 3 时 , 次 临界 Klein-Gordon 方程 与 非 线 性 Schr6dinger 方程 的 散射 
理论 , 这 里 是 任意 的 有 限 能 量 解 , E(u) 表示 能 量 ，G(w) : C 一 R 是 由 非 线性 项 
f(u) 诱导 的 函数 . 详 见 文献 [Br3], [GV3]. 
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(2) 4n<2 时 , 不 存在 形 如 (1.3) 的 经 典 Morawetz 估计 , Mn = 1,2 情形 的 
散射 理论 一 直 是 公开 的 问题 . Nakanishi[N3] 利用 加 权 的 Sobolev-Hardy 不 等 式 , 建 
VS SEHR Morawetz 估计 : 


oe +izu|? (t)?G(u) 
< = n=1,2. (NLS) (1.4) 
I. ea + ayes ge | net CE(u), n (NLS) (1.4) 


由 (1.4) EURA 


G(u) 
——drdt < CE(u), =2, (NLS 
Ih... DE (u), n (NES) 


| (t)?G(u) E 
Jha. o + Ed + (t)3 + a dzdt < CE(u), n = 2, (NLKG) (1.5) 


Shoot t) log(|t| + 2 ) Tog(max(r — £2)° dt < CE(u), =1, (NLKG) (1.6) 


= (du, Vu) — ta) (Ch) “bh 2) uy Vu) ] 
表示 (pu, Vu) 在 如 一 |zl? = 1 的 切 空 间 上 的 投影 . | 
另 一 方面 , 采用 Hardy-Sobolev 型 不 等 式 (参见 文献 [IN3]), 建立 了 不 依赖 于 非 
线性 项 的 Morawetz 估计 M > 9) 


由 此 推出 适用 于 NLKG 与 NLS se Hartree 方程 的 Morawetz 估计 


> 
If... ay 加 dxdt < C(E). 

(3) BAE n < 2 时 , 无 法 推出 形 如 (1.7) 的 估计 , 但 是 可 以 导出 不 依赖 于 非 线 
性 项 的 新 型 Morawetz 估计 . 这 些 估计 不 仅 简单 , 而 且 比 估计 (1.5) 和 (1.6) 要 强 . 我 
们 将 详细 陈述 如 何 利用 这 些 不 依赖 于 非 线 性 项 的 Morawetz 估计 , 建立 散射 性 理论 . 

基本 假设 F:C R 具有 如 下 结构 条 件 : 


OP) = fe), F(0) =0. (1.8) 


对 于 非 线性 Schrödinger Hi 为 了 保证 L 守恒 , 相应 的 结构 条 件 (1.8) MASE 
成 | 


jz) fe) = Fla, 


a FO) =0. (1.9) 


Tilt 


5.1 5l 


光滑 性 和 非 线 性 增长 条 件 
f(0) =0, |f) — fæ) < Cul”? + |u|? + ju? + |u|P?)/u — vl, 
这 里 
Í < pi <p < 2-2, 2*=00, #nK<2. 
互 斥 条 件 的 刻画 令 


_ Flu) 


V(u) =i 


CrR, 


则 互 斥 条 件 可 表示 成 
BlaV(z) = 2Re| A.V (2) | > 0，V(w) 关 于 |u| 是 非 减 函数 . 


jz 


这 样 , 与 经 典 Morawetz 估计 相关 的 函数 Gu) 可 以 表示 为 


G(z) = Re(8,V (z)|z|2z) = Re(2f(z)) - F(z) = Re(F@) z) — F(z). 


关于 表达 式 的 解释 
mi (1) 注意 到 PFO) jee 


z 


— |,,\P—1,, = lyp — 也 F 2 ptt 
Fu) = uP ta = uP = ful) o> Fu) = la 
则 
1 2 2 
| (pti — p—1 
V(u) lul? p + 1 [ul p + 1 [ul ’ 
满足 n 
— p— p—2 
OlzIV (z) 一 p+1 |z| ) 
aV (2) = P—=|2)-4z, 
zV (z): 二 ?- Lp? 
Í z| p+1 
自然 有 
BaV(z) = 20.V (z) — = 2Re [a.V(2) |. 
|z| |z| 
一 方面 


G(z) = Re(9.V(z)|2|"z) = a zlep zle]? = Oa ale 
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(1.10) 


(1.11) 


(1.12) 


(1.13) 
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用 一 方面 > p1 
zf) — PG) = aP — 2 ept = Piee 
(2) 一 般 性 的 证 明 
Oz F(z) = f(z) => zF (z) = 0,F(z) = f(z), 
ay OF 
F(z) = V(z)\z/? => ar = 0,V(z)|z\? + V(z)z = f(z) = 0,F(z). 
从 而 推出 


f(z) z = 3V (z)|z|?z + V(z)|2), 
Re(f(z) z) — V(z)\z|? = Re(0,V(z)|z|?z) = G(z). 
Hid 1.1 (1) 经 典 的 散射 理论 均 依赖 于 经 典 的 Morawetz 估计 (1.3), 从 中 导 
出 关于 u 的 衰减 估计 . 因此 , 要 求 位 势 函 数 


ô V (2) 2 Cmin(|z|~",|z|?), p>0, C>0. (1.14) 


此 条 件 意味 着 位 势 V(w) 在 u= 0 处 是 非 平坦 的 , 在 w = oo 处 是 发 散 的 . 
(2) 对 于 n> 3 时 , 可 以 在 (1.12), 即 3V (2) > 0 的 条 件 下 , 借助 于 


2* 
J f at <CE(u) (NLKG 5 NLS) (1.15) 
Ri+n |t| + |z| 


建立 非 线 性 Klein-Gordon 方程 及 非 线 性 Schrodinger 方程 的 散射 性 理论 . 

(3) Nakanishi[N1] 建立 了 临界 Klein-Gordon 方程 的 散射 性 理论 , 我 们 将 在 下 一 
章 中 详细 介绍 ， 只 要 适当 修改 解 空间 , 对 于 更 一 般 的 非 线 性 临界 Klein-Gordon 方 
程 , 例如 , 在 


4 n 
一 < pı Spe S —— = 2" -2 
n n—2 


的 条 件 下 , 可 以 建立 非 聚焦 型 非 线性 临界 Klein-Gordon 方程 的 散射 性 结果 . 
为 了 统一 处 理 NLKG 方程 及 NLS 方程 , 采用 


| (u, (T-A) Yù), (NLKG) 


a NLS) (1.16) 


则 对 于 20) € H1(R"), 有 如 下 守恒 律 : 


E(u,t) = 人 (Vil? + |t|? + F(u))dz = E(u, 0). (1.17) 


Dil 
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注 记 1.2 ”这 里 的 能 量 表示 式 对 于 Klein-Gondon 方程 来 讲 恰好 对 应 着 能 量 ， 
而 对 于 Schrödinger MA, 对 应 着 质量 守恒 与 能 量 守 恒 的 综合 形式 , B 


E(u,t) = 人 (\Vul? + |VV1 — A ùl? + Jul? + [VIA a? + F(u)) dx 
~ 人 (|Vul? + al? + jul? + F(u))dr = E(u,0), (NLKG) 
E(u,t) = 人 _(|Vul? + lu? + F(u))dz = Blu,0) (NLS) 


定理 1.1 (Brenner-Ginibre-Velo-Nakanishi 定理 ) WneN, f:C»Cwe 
结构 条 件 (1.8) 或 (1.9)、 非 线性 增长 条 件 (1.10) RA ARE (1.12). M) NLKG 及 
NLS 方程 的 波 算 子 是 能 量 空间 上 的 同 胚 映射 . 更 精确 地 讲 , 对 于 NLKG 及 NLS 77 
程 的 任 一 整体 解 u, E(u) < co, 存在 自由 方程 


Dv+v=0, (NLKG) (1.18) 
iv, — Av = 0, (NLS) (1.19) 
的 唯一 解 v 满足 
Z(t) -Hla 70, 圭一 +00, (1.20) 
相应 的 波 映射 


(0) = vt — (0) 


是 HR”) 到 自身 的 同 胚 映射 ( 同 理 , 对 于 t 一 -co JA). 
进而 , 对 任意 的 有 限 能 量 解 u(t), 满足 如 下 整体 时 空 估计 : 


lull 


lul at 
LS(R;BZ,(R”)) 


lull cem,Bs R) < C(E(u)), nl, (NLS) 


, <  n<2, NLKG 
Le(R:BŽ (Re) C(E(u)), n<2 ( ) 


+ llull <C(E(u)), n23,  (NLKG) 


i 
Le(R;B? ,(R")) 


p= 二 2 十 =. C 一 2 十 Ż Be JEFF Besov 空间 . 


n— 1’ 


注 记 1.3 (1) 前 面 引入 的 非 线性 函数 V (u) 的 物理 意义 就 是 非 线 性 项 f(u) 所 
对 应 的 非 线 性 势 函 数 . 于 是 , 能 量 形式 可 以 改 号 成 


E(u,t) = J _(|Vul? + pul? + V(u)hul?) de, (1.22) 
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与 线性 问题 


Ou + u + V(x)u=0, (NLKG) 
iu: — Au + V (x)u =0, (NLS) 


相 比 较 , 可 见 (1.22) 的 Elu) 形式 上 与 能 量 
E(u,t) = [ _(|Vul? + lul? + V(a)lul*) ae (1.23) 


相 一 致 , 这 里 V(x) 是 线性 问题 的 位 势 函 数 . 
(2) 设 fu) 满足 结构 条 件 (1.8) 或 (1.9). 如 果 存 在 z e C 使 得 


V(z) < V(0), (1.24) 


Berestycki-Lions 证 明了 NLKG 和 NLS 方程 存在 行 波 解 , 说 明 波 算 子 不 可 能 是 满 
射 , 见 文 献 [BL]. 因此 , 如 何在 更 一 般 的 条 件 


Viz) 2V(0), vzEC (1.25) 


下 建立 NLKG 方程 、NLS 方程 的 散射 性 是 一 个 公开 的 问题 , 直接 验证 (1.25) 比 互 
斥 条 件 弱 . 

本 章 的 主要 安排 如 下 : 5.2 节 利 用 Lagrange 方法 , 导出 不 依赖 于 非 线 性 项 并 且 
适用 于 所 有 维 数 的 Morawetz 估计 . 5.3 节 将 建立 任意 维 数 非 线性 Schrödinger 方程 
RIRH (n < 2) JETE Klein-Gordon 方程 有 限 能 量 解 的 整体 时 空 估 计 . 5.4 节 将 致 
力 于 建立 高 维 Klein-Gordon 方程 有 限 能 量 解 的 整体 时 空 估 计 . 最 后 , 5.5 节 借 助 于 
前 面 两 节 建立 的 整体 时 空 估计 , 证 明 有 限 能 量 解 的 散射 理论 . 


5.2 ”新 型 的 Morawetz 估计 
在 互 斥 条 件 


3V (2) = 2Re [4 > 0 (V(z) 关 于 |z| 是 单调 不 减 函 数 ) 
F, 导出 不 依赖 于 非 线性 项 并 且 适 用 于 所 有 维 数 的 Morawetz 估计 . 采用 的 基本 思 
想 是 : 
(1) 利用 方程 所 满足 的 含 Vu, ù 的 二 次 型 的 积分 不 变量 来 控制 jul; 
(2) 当 n < 3 时 , 仅仅 利用 Vu, ù 的 可 积 性 及 Soboev RAT BACHE |v|. 
因此 , 就 需要 利用 Gagliardo-Nirenberg 型 不 等 式 及 解 的 LR”) 范 数 的 有 界 性 . 
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引 理 2.1 HneN p>?2 q= -a 设 Nx), x(x) 均 是 实 值 函 数 . 则 对 


任意 的 复 值 函数 u(x) € HR”), 有 如 下 推广 形式 的 Gagliardo-Nirenberg 型 估计 : 
f x?|ulPdz < tg f (x7|Vu + idul? + luVx|?) dz. (2.1) 
Rn Rn 
证 明 4 x = 1, A= 0 时 , (2.1) 就 是 经 典 的 Gagliardo-Nirenberg 型 不 等 式 ， 


此 时 的 指标 关系 是 
二 2 二 2 十 (一 工 ) q= P-P 
特别 , 有 如 下 对 应 关系 : 


4 
q=2—p=2+5, q=% — p=? 


情形 1. n <2. 注意 到 g = MP?) <p—2, Mili p>q+2. 因此 


x ul = xju Dw? = x7 [ul lu, 2s = qt2. 


FH Holder 不 等 式 可 见 

上 和 epaz < xh Na tulg” S YARN”, (2.2) 
其 中 指标 关系 是 

2(n — 1) Pas _ én 2  p~2 _j=- an 2 2 1-1 

n q n q n n 
注意 到 
V(xluls) = Vx- |u|? + sRe(xlu|  uVu + iàu), (2.3) 

从 而 


WV (xlul?) lla < Clllul Tz (x (Yu + iru) lz + llu- Vxll2) 
4 e 
<Cllull2 (Ilx(Vu + iru)|lo + llu- Vxll2). (2.4) 


由 (2.2) 推出 
f lu Paz < Cllullg+s-2s(|x(Va + iAw) lz + lu: Yxll2)? 
R? 


<C|lul2-? (lIx(Vu + i lz + llu - Vxll2) (2.5) 
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情形 2. n > 2. 由 Sobolev KA ENJ WL 


和 xl 下 ls < CY (clulË )Il 2,- (2.6) 
注意 到 
V(xlul2) = ful? Vx + 5 xRe(\u|??uVa + Du) (2.7) 
从 而 , 由 Holder 不 等 式 可 见 
Iv Chul) an, <Cillee]? -la [llx(Vu + iAw) lz + Ilu - Vella] 
< Cllulé (lx(Vu + iru) lz + llu - Yxll2), (2.8) 


此 意味 着 估计 (2.1). 
下 面 介 绍 Lagrange 方法 , 为 此 先 介 绍 几 个 有 用 的 记号 : 
(—:,Vz), (NLKG) 


a,b) = Re(ab), ð = (, Vz), = . 
(a,b) = Re(ab) (Ve), 2 He ws 9 


2t(u) = — [ùll + |[Vul* + |u|” + F(u), (NLKG) (2.10) 
(it, u) + |Vul? + F(u), (NLS) 
Du +u, (NLKG) 
eqz (u) = | | eq(u) =eaz(u) + Flu), (211) 
iu, 一 Au, (NLS) 


这 里 F(w) 满足 元 = f(z). 


注意 到 Lu) 是 与 eq(w) = 0 对 应 的 Lagrange 密度 函数 , 自然 微分 算 子 9 出 现 
在 Lu) 的 变 分 中 , 直接 验算 可 见 | 
5yl(u):= lim fu ev) = Aw) 
由 此 可 以 推出 如 下 形式 的 乘 子 公式 , 可 参见 第 1 章 的 定理 4.1 的 详细 推导 . 
定理 2.2 RF: CHR 满足 结构 条 件 (1.8) 或 (1.9), 进而 设 h,q,w 是 
RH 一 R 上 的 光滑 函数 , 则 对 a = 0, 1,2,… ,n 有 


= (eq(u),v) 十 ADu, v). (2.12) 


jul? 
(eq(u), h2au + qu) =—O(Du, hant qu) + Re{ Da (ww 十 bug \ 
2 
+(2u, (Oh) Bau) 一 MW Re( GaGa) + Re(2q — Zah llu) 


+G(u)q, (2.13) 
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这 里 
G(z) = Re(0,V(z)|z|*z) = Re(Zf(z) — F(z)). 
更 一 般 地 , i h Æ RH o Rt, ug: RH i R 上 的 光滑 函数 , 则 有 


(eq(u), hDu + qu) = —O( Du, hJu + qu) + Ref 9 (helu) 十 Ml aq) 
+( Qu, (Oh) Bu) 一 Ml Re (Daad) + Re(2q — Dh)£(u) 
+G(u)q. (2.14) 


注 记 2.1 RPMI (如 何 确 保 乘 子 等 式 右 边 的 正定 性 或 被 能 量 所 控制 ). 
在 Minkowski 空间 中 , 定义 广义 径 癌 导数 


tag := h2, A= VE + br!, (2.15) 
相应 的 反 称 部 分 
M=h9+q, q= Re(2 .- h)/2. (2.16) 


这 样 的 选 法 可 以 保证 矩阵 (86ho)a,g=0,1,2,…,n 在 Minkowski 空间 中 是 非 负 定 的 , 并 
且 


Re(2g — 2 - h) =0. (2.17) 


应 用 1 W Mu=h2u+ qu, 应 用 到 NLKG 方程 就 有 


2 
(eq(u), Mu) =—O(9u, Mu) 十 P(e Cu) + at oa) 
,|2 2 2 _ lane. W12 2 
n tVu+ cul? + et Wel lz - Vul n m Oq 


n 一 2 2 
+G(w {太一 i! kl \, N= VE + |z}. (2.18) 
应 用 2 应 用 到 NLS 方程 , 就 有 


_ 2 
(eq(u), Mu) =—0(Qu, Mu) + V (Felu) + i va) 
iz |? 2 2 2 
tvu + Sul + |z|*|Vul* — |z - Vul ul? a 
rs a 
n— i1 t? 
+G(u){ = + saps (2.19) 
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这 里 h = z/ 和 . 进而 有 估计 


nl<o s$ 


,lal< ,j=b2 (2.20) 
注 记 2.2 (1) Ra Sz q= Re(2 - h)/2, 则 由 (2.18), (2.19) 就 可 以 推出 
n > 3 时 的 Morawetz 估计 . 
(2) 当 n < 2 时 , Mu Æ z = 0 处 奇 性 太 强 , 无 法 导出 经 典 的 Morawetz 估计 . 


如 采 
(0, x) 


|z| 


_ (0,7) 
h(x) J1 + Ia?’ 
虽然 避 开 了 M 在 z = 0 处 的 奇 性 , 在 ”> 3 情形 下 是 有 效 的 . 然而 , 4n< 2 时 ， 
无 法 证 明 


h(x) = 


-|u| Aq > 0, 


事实 上 , 当 n < 2 时 , 没有 非 平凡 的 a 同时 满足 g > 0, -Aq > 0. 但 是 , 正如 前 面 所 
言 , 对 于 ”> 3 的 情形 , 上 面 不 等 式 是 成 立 的 . 

借助 于 乘 子 恒等式 及 推广 形式 的 Gagliardo-Nirenberg 不 等 式 建 立 不 依赖 于 非 
线性 项 且 对 任意 空间 维 数 均 适用 的 新 型 Morawetz 估计 . 

如 何 建立 非 平坦 的 超 曲面 上 的 能 量 估 计 . 在 双 曲 面 内 部 积分 恒等式 (2.18), 这 
样 在 截断 的 空间 曲面 上 利用 散 度 定理 可 以 获得 有 用 的 估计 . WR x : R” >R, 形式 
计算 可 见 


jul? 
Ihe —O(Gu, Mu) + 9 (hlu) + = 04) dzdt 
= | (1, Vx)4 — (ðu, Mu) + hé(u) + EE aq} do(c). (2.21) 
t= x(x) 

> 
v(x) = u(x(z),z), h=(ho,h°) ER xR”, (2.22) 

则 
Vu = Vv — VXL. (2.23) 


因此 , 在 曲面 t= x(x) E, 可 以 计算 
(1, Vx) -ðu = (1 — |Vx] ù + Vx: Vv, 
Mu = h - Du + gulesxs) = — (1, Vx) u(t) + h? - Vv + qv, (2.24) 
20(u) = (Vxl? — a+ |Vul? — 2(Vx - Vv, ù) + |v]? + F (v). 
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因此 , 代入 (2.21) 即 知 
(2.21) 的 右边 = [EVA fy - [vx + [Vul + Jol? + FO)} 


t=x(z) 
2 
-((I - |Vx] Jù + Vx- Vv, h? - Vv + qv) + LCa, Vx): ad dz 
(2.25) 


若 取 x € CHR! R), Mu = ù, W (ho, h?) = h = (1,0). FÆ, 对 于 o(t,z) = 
u(x(t, x), x), 有 估计 


[Be -var + vo + oP + Fe] ae < Bee) 
注意 到 |x|? 十 |Vx|? = 1, 并 且 x(t, x) 是 空 向 曲面 ( 即 满足 |x| > |Vx|), 则 
E(v) < 4E(u). (2.26) 


引 理 2.3 ” 设 非 线性 函数 f(u) 满足 结构 条 件 (1.8) 或 (1.9)、 非 线性 增长 条 件 
(1.10) RA FRA (1.12). 设 


4 A 4 
2+—<p<oo, n<2 B2+— <p<2+——s, n>3. 


-2 
则 有 如 下 结果 : 
(i) 对 于 NLKG 方程 的 任意 有 限 能 量 解 u, 满足 
J | lul qr < CE(w)S (2.27) 
iz|<|t | 
(ii) Wu 是 NLS 方程 的 有 限 能 量 解 , 则 
f J p a nr dzdt < CB(u) (2.28) 


这 里 C 是 仅 依 赖 于 n, p 的 常数 (特别 , 不 依赖 于 非 线性 项 增长 中 的 pl, po). 
证 明 设 
r=|z|, A 和 := |t r) = Vt +r, 7T:= Vt 7. (2.29) 


注意 到 有 限 能 量 解 是 光滑 解 在 能 量 拓 扑 下 的 极限 , 因此 仪 需 对 光滑 解 证 明 估计 
(2.27) 与 (2.28). 
NLKG 方程 . 证 明 的 思路 是 在 区 域 


{ (t,2)|7 = Vt? - r? > 1} 
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上 积分 恒等式 (2.18), 特别 是 充分 利用 (2.18) 中 前 两 项 积分 被 能 量 控制 的 事实 . 


令 v(r, 2) := u(4/|z/? + 72,2), 则 


LU. 
Vev = Vu + =, t-l? + |Vat|? = 1. 


由 散 度 定理 、(2.18), (2.20) Æ (2.25) 就 可 以 推出 


-12 2 
// et oo edt <C | Wl drat + CE(v,1). 
Ir|>1 入 rl>1 A 


因此 

J Jo Vu + ril drat < C(E). 
HF 

dzdt = -dzdr, tVu + rù = tVv, 
因此 | 

Il alvol drdr < C(E), 
这 里 用 到 


A S V2 (Bt? > 7?+1). 
在 引 理 2.1 中 ,  dA(r) = 0, 则 由 
XO (r2 F 72)1/2 
可 得 


这 样 , 由 广义 的 Gagliardo-Nirenberg 不 等 式 和 引 理 2.1 就 可 以 推出 


(2.30) 


(2.31) 


(2.32) 


(2.33) 


(2.34) 


(2.35) 


OT 一 2 T 2 —31),,112 
[cab < cloita’( {rave + cris). 236) 


这 里 用 到 p MARAE. 由 能 量 估计 (2.26), 就 有 lvla < CE(w), 于 是 (2.34), 


(2.36) 就 意味 着 


—_" _lylPdadr < CE(u)S. 
Ihe pal oS (u) 


(2.37) 
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回 到 原来 的 坐标 系 , 注意 到 (2.33), 就 可 以 推出 


Jj lul? izat < CE(u)?. (2.38) 
Itl>vr?+1 由 | 


这 与 估计 (2.27) 尚 有 一 点 距离 . 下 面 弥 补 这 一 缺陷 . 由 能 量 估计 (2.26) 与 Sobolev 


嵌入 定理 可 见 
1 
Jf aan juf dxdt =/ 人 ur 十 597) dzds 
< [tla + 5.2) sad 
<CE(u)*. (2.39) 
为 一 方面 , 注意 到 


{ (2,2) lz < ltl} c ft) P=? >1} U { (2,1) In| < |t| < zl +1} 
Uf GD lz| < Itl <1}. 


剩余 的 情形 是 估计 
f | nes T dedt < < CE(u)¥. (2.40) 
X p < 2* 时 , 存在 s > 0, 由 广义 的 Hardy PEA, Sobolev 嵌入 定理 有 
hse < lllwes $ lulls e < RAP (2.41) 
因此 


p p 
JJ Hasat f| el -dz vate f lu luli ae < t<CE(u)?. (2.42) 
r<|t|<1 加 |t|<1 | r ltl 


X p= 2* 时 , 根据 后 面 的 引 理 2.8~ 51% 2.10, 仍然 有 (2.40) RL. 结合 (2.38), 
(2.39), (2.42), 就 推出 对 于 次 临界 Klein-Gordon 方程 , (2.27) 成 立 . 

现 转向 NLS 方程 的 讨论 , 在 区 域 {(t, x) | lti > 1} 上 积分 (2.19) 式 , 容易 看 出 
(前 两 项 为 0 或 可 以 被 能 量 控制 ) 


J 


2 
izu 
tVu+ 一 一 


dzdt < CE(u). (2.43) 
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在 引 理 2.1 H, 取 yx :=td73, Max) = a 则 


Cit) _3 
|vx| < Dis? < Clt|~2. (2.44) 
由 (2.19) 可 得 
1lZU 2 
a p—2 j [ees 一 31|， | 了 
—3 dr < Cllullp Lite + Clt}|lullan (2.45) 
R? 
因此 
t’ |u|? 
—— drdt < CE(u)?. (2.46) 
|t|>1 A3 
4 p< 2* 时 , RUF NLKG 方程 的 情形 , 有 
2jujP l 2n — (n— 2 
Jf tlel dzdt < c | —_ 2 at < CE(u)?, ex 2 (n—2)p (2.47) 
tl<1 À 1t Pellte Ilp 2p 


结合 (2.46) 与 (2.47) 即 可 推出 在 p < 2* 的 约束 条 件 下 估计 (2.28). 5 p = 2* WN, 
估计 (2.28) 是 后 面 引 理 2.6 的 直接 结果 . 
下 面 致力 于 在 'p = 2*，n > 3 REF, 建立 形 如 (2.27) 与 (2.28) 的 估计 . 


引 理 2.4 n3, 2 <p<n,w(r) 是 (0,00) 上 非 负 的 局 部 连续 函数 ， 
车 存在 u (0,1) 使 得 


w'(r) 


r < u< (nw) > TP a.e., (2.48) 
nw r 


则 对 任意 的 光滑 函数 w(z) 与 实 的 可 测 函数 T(x), 有 


C , 
人 opr ude < A (pn vel -p 人 Ye+izrelruds (2.49) 


这 里 
p= > C=C(p,n). (2.50) 
证 明 ”本 质 上 (2.49)  ||Vullp > |lullp: 的 推广 形式 . 需要 指出 , 可 以 取 w(r) = 
r?°, a >n. + 0 = =, PT = Vo + iT (zr)y, 直接 验证 


T _ 
Re(yd¢r) = Re (žer) = Re(@,), 
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poe =V 一 - (= . Ve) = Vy t+izrTy — (Oy, + izTy) 
=9r— 0 (= “Vet ~iaTy) = pr — 9(9- pr). 
关于 p > 一 3 条 件 假设 的 理解 . 为 了 确保 球面 上 的 Sobolev 嵌入 定理 


Was") cy LP (St) 


成 立 , 需要 的 指标 关系 是 


因此 , 选取 


(n—1)p n — 
n—l+p p n—2 


采用 球 坐 标 与 Sobolev KAT BRUT tH, 直接 验证 


wi 
ec 


T 


P 


lolz = le ||” 


p- 
< kelr lg + |ð]? 


p7 
, (2.51) 
W1,4(S"—1) L? 


这 里 b= ra 这 样 , 证 明 (2.49) 就 归结 为 证 明 


J lotr), r” w(r)dr + [ |olo(r-)| F Ear" bw(r)ar 


C * 
< PT vole ”| [Vo + icTy|Pwdz. (2.52) 
(1 — y) Rn 


情形 1. 先 来 估计 (2.52) 左边 的 第 一 项 . 注意 到 


ok * 
Pg P q pq 
(f_i) = lelg b= 22 >1, 


wr wr 
一 一 <pel1l-pel4+—. 
nw nw 


直接 估计 (2.52) 左边 的 第 一 项 , 就 得 


a [7 leyur ars c lolly (w+ E) ar 
=f ol, (=) ar 
P p*\ wr” 
= | ə, (3 一 gr (2.53) 


ar - 
Jel ||", = 


及 
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p- 

0. ( f llan) | 
Sn—1 

| 


p* b 
F (| Pan) I aad 
b Sn—1 Sn—1 


P- 一 1 


Or lollies 


人 ip-2Re(epn)dg 


*_b 
=p" loll, 


| pl-2Re(wopr)dd| 
Sn—1 


pl oll ol log 
<p'llelits leli lel, Noprllzs 


p 1 n — 1 
+- = p= p 
b p p n — p 


#1 PD" 一 三 Poe 
<p' lvlly, Melle erlzz 


wT ee IL 4 
<p*llel ols Prlz (2.54) 
于 是 有 
oe 率 
a-m | helgur ar 
p* oo p> *_ 
< 人 Wellzgliel g llerllagw ear 


< 


p=2 
rol ys 


1 1 
p* OO nl p’ OO p n—1 P 
<— P d . 2.55 
n (/ loll. r ar) Le (/ erllzsw r r) ( ) 
因此 


OO . 1—4 * *_ oo z 
p*  n—l1 P Pp PE p n—1 P 
(J geroa) < me Ag | O Merlie ar) 


由 此 推出 


OO 水 P 
p* n—ld < Pp 
f, We ar (aE) 


* [L BT _ .. 
| Z [ieli lerlgor tar (MR Halder 不 等 式 ) 
L n Jo 


P*—P 
rllell 


_P p"—p °° p n—1 
r7 Sy s | lyrlggwr”ar. (2.56) 
Tr 0 
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情形 2. 下 面 来 估计 (2.52) 左边 的 第 二 项 . 直接 计算 可 见 
[e (e)l = eto 


fe (22) = (78) 


=E lel? (er ~ 66 - pr))r 


Le 


<E rely ” llyr — O(9¢r)IIzz 


q n-p pp n—p 


因此 
[es (E)E erra (E) (neg? ierlizg)” wrar 

p*\? jo p 

<(-) re = lelro Le J lyrllzpwr” dr 

p* i i 

<(5) Jp 3 opa f lerilzewr” dr, (2.57) 
这 里 用 到 , ; p 

p*—p = p’ PpP -P= n-p 


综合 (2.52), (2.56), (2.57) 得 


OO 水 p *x\ P 
owe (atin) “(8 
| lol? on a 


OO p nl 
x [7577 P ol al lorlzewr dr. (2.58) 
考察 


n~p nop n — p 
r P ops =suplir r pr B=n- 1) 
Ir olegs OO) gea (7 


3 
-sup ( f re(DIpagj 
r>0 Gm 一 1 


= sup (/ D rr | Re (Bill ppR) dRde ) 


1 
B 


r>0 


Gr 


<sup (/ Rn Re (lo 一 2p5R) dR ) 
S-il Jr 
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<|Blz 6-2Relopnjdz] 
< [£| S o| “Re(yGr)dx 

1—4 1 6—1 1 
<C nell (156 +5) 


< C(p,n)liellp vol 
<O(p, vol (2.59) 


将 (2.59) 代入 (2.58), 并 注意 到 y < 1, 就 可 以 推出 


00 本 _ C(p,n) * 
[Welw tar < EEEE Perl 


引 理 2.5 Ww1l<p<n M 


. 1 _ 
Hh gie o erig, p= v= (2.600) 
n— p P 
这 里 
lull pers = Mr, 
luleve = |[llr’u(t, rll ze (sey L2°((0,00),dr) ` 


证 明 ”由 Minkowski 不 等 式 知 , (2.60) 中 第 二 个 嵌入 不 等 式 显然 成 立 , 仅 需 证 
明 第 一 个 不 等 式 . 由 
$= 3) 413 
B bB) > Bp 


|p|? (R8) < S Refly|"~? (põr) r" "dr 


可 得 


R "+t! g < Allele |prlieR tt. 


注意 到 v=- = “二 2 可见 


i 


p 
y” -1 - 
Ir’ ellaer= < ‘U “ie lorlzer a0) 


IŽ, < Voller. 


BP lol; 
Fic 2.3 (1) 可 以 证 明 


elle < Cllvy + ixT'p|| Le. (2.61) 
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事实 上 , 在 (2.59) 的 证 明 中 , 仅 需 要 利用 其 中 的 一 部 分 证 明 过 程 就 得 


| p el.» =121 (人 pl? Re (PPr) az) 
Bl? ( fl? Re (v6 er) ax) 
Rr 
<Ci lerle, (2.62) 
将 上 式 代 入 (2.58) 就 得 
[pss < Cl|Ve + izTy]|ze. 
(2) 在 上 式 基 础 上 , 可 以 从 引 理 2.5 的 证 明 过 程 中 看 出 

Ir" ell aa < C| Vy +icTy|| zr. (2.63) 


事实 上 , 由 pv=n-1 K 


R 
el? (R6) = J Re (lol ppr) dr 


得 
(/ sup R"™-! f Re (Blpl ppr) ira) 
S7-1 R>0 oo 

<Ipl ( fel *Re (vopr) dr) 

<Ci? lorls,, 
故 (2.63) 成 立 . 

(3) 进而 , 对 任意 实 函 数 So) T(x) 有 
[ler wae < Give + iese +ieTols, (264) 

这 里 w(x) 满足 引 理 2.4 中 的 条 件 . 


5122.6 Èn 3, 7E5| 2.3 的 条 件 下 , 非 线性 Schrödinger 方程 的 解 满 足 
如 下 的 Morawetz 型 估计 : 


tt ful?” 
(él F pa oe <C(E,v), O<v<l. (2.65) 
Rott (f| + fæl) 
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证 明 ”在 引 理 2.4 中 , 取 w= jt (t+ leh, 直接 计算 
Mr) = —(2 + v)|t| 1+ wr (2+v)\z| _2+v a 


= 一 一 = 7 <1," 
(t| + [zt nw (t+ n © 
由 此 推出 
t+ Jul]? 
—drdt 
人 hi n (+ la) 
= tee f l” arde 
“a , (a+ ep 
4v Mera 24 p=? 
alvaz fe n (|t| + |z |)2+v T ( 引 理 ° » P ) 
ce) ut teu? > 
Sp)? Ja (l+ h 
C(E) |2tVu + izuļ? 、 1 
一 一 T = 一 一 
G-p) Je (lel + Jape or (选取 T(z) = 到) 


<C(E,v) ”( 引 理 2.1 与 命题 2.7). 


最 后 一 个 估计 用 到 如 下 命题 . 
命题 2.7 ” 设 非 线性 函数 f(u) 满足 结构 条 件 (1.9) 和 非 线性 增长 条 件 (1.10)， 


其 中 
2+" <p<o0 ns2 或 245 <p<2+ n > 3. 
i "0 是 (2.1) 满足 B(u(t)) = Ele) < oo 的 HY 整体 解 . 则 有 如 下 结果 : 
A (t)2G(u) z 
IF EEEE dzdt < C(E), nè 1, (2.66) 
特别 
G(u) 
If... a + |x| 4 j dxdt < CE(u), n 2 2. (2.67) 


(ii) 对 任意 0 < v <1, 有 估计 


2tVu + izu(t)|? 
f 人 ae E Vt irut dzdt < C(E,v). (2.68) 


证 明 引入 如 下 记号 : 


r 
r= |z], 0 = 一 ， A= r? + t?, y= > 
r t 


ur, =9-Vu, ug = Vu — Our. 


5.2 ”新 型 的 Morawetz 估计 . 161 . 
不 失 一 般 性 , 仅 需 对 t+ > 0, u 是 光滑 解 的 情形 来 证 明 命 愿 2.7， 自 然 亦 很 容易 将 此 
结果 推广 到 能 量 解 的 情形 . 引入 

(a, b) = Re(ab), 
广义 梯度 算 子 2 = (-3.¥) 广义 径 向 导数 G9) 9 A ho. 其 中 , 广义 径 向 导数 的 
反 称 部 分 = 时 空 型 的 Morawetz RT. 
1 


(t,x) (62) 
Mu= ~ —— Qu 4 十 Re 


G 2) 1 (t, z) 
— Ju u+ >Rediv-— ~ u 


n 一 
= Fur ( 2 = +35) 0 


BH 


Mua’? n n-l-it | t? _ z Yu 4 n-l-it Ë P 
es yor 2) 23) T “ Or 2X3 ) “ 


仅 考 虑 f(u) 是 局 部 非 线 性 项 的 情形 , 即 
G(u) = Re(af(u)) — F(u) = Re (aV (2)lzl?z) | 
20(u) = (iu, u) + |Vul? + F(u), 


v=, = ER, 


(Eq(u), Mu) = —0(9u, Mu) + V- Ce 十 tvs) 


2 
+ |x|?|Vul? — |z - Vul? 
A3 


n—1 t? 
+G(u) [e + ae} (2.69) 


tVu+ 37u 


| 
UTA 
2 at 


这 里 
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直接 在 [2, co) x R” 积分 (2.69), 容易 看 出 


|2tVu + isul? | |t|?G(u) 
JAY | dedt <C(E), n>1, 2.70 
J | eee Peet Ue les |e SC) ® (2.70) 


[2tVu + izu|? (|z|? + me 
q VEE EH OSW edt <C(E), n>2. (2.71 
L eee t + lal atlas [oe SC) en 


1 t <2 时 , (2.66) 5 (2.67) 换 成 在 [0, 2] 的 积分 显然 成 立 , 因此 , 这 一 事实 与 (2.70) 
与 (2.71) MA, 就 得 估计 (2.66) 与 (2.67)， 它 可 以 用 于 处 理 低 维 情形 的 散射 性 
理论 

(2.68) 的 证 明 需 要 如 下 推广 形式 的 乘 子 理论 . 

定义 广义 径 向 函数 如 下 : 

4=59 È (pho) 9, h= ol), 
这 里 
7 一 了 (8) = (十 la) 


e) = | oe w= | sae Y (7) = yp (7). 


定义 广义 Morawetz HT (广义 径 同 导数 的 反 称 部 分 ) 


| Mu= ( — wy), o(7)=) Du + qu = po) . Vu + qu + sw (2.72) 
i= faa = fo (Ety) = =p p e 
直接 验算 

| "ds _s [|_r 

o (s)3 V1 +s? 0 入 

lm =(+s)-| =-3, 
说 明 当 > = 1 时 , 上 面 抽象 的 乘 子 就 回 到 前 面 定 义 的 时 空 Morawetz RT. 

4 
g £ 2tg = © DO) 4 y(n, (2.73) 


Y 
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采用 乘 子 基本 定理 
(eq(u), Mu) =—0- (2u, Mu) + Re Ce 十 aa) + + (Du, OhQu) 


2 
-H Re (D*83xq) + (2q — ReDh)£(u) + G(u)q 
=l +h + I3 + I4 + I5 + Ie, (2.74) 


n=-a d-t ul p(y) + Re Gua p(y) + Re (- T at 
-a -HE+ imta) 


=ð, { -Zim(uä, Jol ) + i by j} 
Îi = —VRe {VuMu}, 


B=Re |(-3) CY + Haaa (3)| =0 


Ip =ReV COF +. Zlu) , 


At? 
n + b=6 {Sin oo) + ven} 


/ 
+V -Re | -vu + vA + 2D yup, 


At? 
Is =0, 
te=— Re (— 30,2) - Re(Ag() 
a) 
= let oga + + 0) 


ul? — 1 
=- foz + 2] om 
Iz =Re (Daud ha Pu) 


-Re (-Żuð(-40)) sit) + Re (iaem)zva 
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+Re (aju (YEE) + Re (But (pO) ZE) Bea) 


人 2 (7) 
一 “Ty )+ S ——Re(iu- x- Vi) 


一 Reliz -Vu- nO + Re (EP 0, ues ) 


1 TkT — 
+Re (au! „£0 J>; Tkg Bra) +Re (ago Fru) 


u 2r2 
= iy) + LO nogu zva) WO) = p00) 
P) PAo. 
—Re(iz - Vu .五 ) 一 一 一 5 十 Yu | 
—|x - Vu 2) + ED hun 
一 mw l(a) + 2 Retin -x£ Vü) + ani 


_ 2), | 


/ 
Ur 2 4 p y jusl? 


B jul? r? 
4t3 


(2 - o) Wall = het 
Y 


t 
/ Vul? — |u|? 
20) "(202 — gy) Wut bat 
Ig =G(u)q = Re(tf(u)) — F(u))q 2 0. 


由 此 推出 


/ 
p(y) + P M Re(iu -x£- Vu) + eW vu 


Vui 5 u 


a | —Fola)im(uin) + (yy } 


+V-Re {-Vu . Mu + e(y)e(u)= + a) 


4t? r 
/ 2 2 2 
ro tvu+ i ul + (ea y o) [Vul] =le 
u 2 
一 we (a? ) g(y) + G(u)q = 0, (2.75) 


注意 到 
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及 
(a + 2 a(n) B+) (w) + =e) 
= (a + 21a, ) p'(y) + An) o) 一 gD) (4) 
“= w=, 
y2 


3 p(y) + wola) 


= (a+ 2 —*9, g'a) + EBRI) ur 9) (4) 


er I a 


o fa, anol , (n—1)n—3)/,, 2) 
= (a + 2— a, ) p (y) + a (+ (y) Eg ) . 
另 一 方面 , 直接 验证 可 见 


积分 (2.75) 可 见 
T T 
p'(y)|2tVu + izu!? 
人 人 G(u)gdzdt + J. [ a det 
2 
< { [zo oink + -wn al. (2.70) 
注意 到 
o= = n 
(E B+) (lel ea 
利用 Holder 不 等 式 可 得 
V 
If... soe ane eo dzdt < C(E, v). (2.77) 


下 面 考虑 Klein-Gordon 方程 的 情形 . 首先 建立 局 部 的 加 权 型 G-N PER. 
引 理 2.8 设 几 > 3， = <p <n, B wlr) 5 w(r) 是 非 负 的 可 测 函 数 
进而 设 wo 是 (0,00) ERIGERE, 且 对 某 个 we (0,1), 成 立 


~ <p, E (0 
nwo u, ae. r € (0,00), 
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则 对 任意 光滑 函数 (x), 成 立 


2? 
J an t nisiye) rP gp reL ,Vom 
+T"wo(T) 人 lel” Toat, (2.78) 
这 里 B= oP C = C(n,p) > 0. 
证 明 ”类似 于 引 理 2.4 的 证 明 , 注意 到 
= Py yp MY >1. 
n—l1+p n—2 p 


分 部 积分 


工 * T * rw! 
a-m f howor ar< fief (wo + =) enter 
S 0 9 0 n 


gl- fo ones (2.79) 


arllel 吕 = 天 ( f lorat)™ f Refet- 
* p*— 2 2 
<p lelle lell mallprl 2s, (2.80) 
这 里 用 到 
p*\l p1 1 1 n np 
1 = 一生) 十 到 二 十 一， 一 一 ) * 一 . 2.81 
( p/b nô p B pman- 1 n-p (2.81) 
WA 


一 EE 
(2.79) 右 边 的 第 二 项 < 全 S le” lel lorlzguor"ar 


1 
水 


T P OT P 
p* n—1 p p Pr n—1 
(/ lllz wor ar) (/ r'ilerlizellell ys wor ar) 
ot AT  ， EE 
<E lellzswor” dr 
T 1 
y 
x (/ [prle wir” OWE rllz, 


< 


s |S 


(2.82) 


Mw W s 
将 上 面 估计 代入 (2.79), 利用 带 s 的 Holder 不 等 式 可 见 


T 
| loll? wor” tdr 
S 6 


s * r” 
< —— p — 


n— 0 P 
ve 5) 人 longer” dr (Cr) r) “irez 233) 
同 理 , 关于 剩余 含 导数 的 部 分 , 有 如 下 估计 : 
jaole lag = a < E ezz heolig 289 
这 里 用 到 | 
-= -+ r0) = roo. 
7 n- pp p Oop(70) = rpo 
故 有 
apeorrrars (Y 人 elorrdr 
一 本 2.85 
KEY y e9 


注意 到 loll < ll¢llpess 将 (2-83), (2.85) 及 (2.51) 代入 


T 
f Ipl? wodz -| lpllp- wor” “dr, 
S<|z|<T S 


就 得 估计 (2.78). 
由 引 理 2.5 及 引 理 2.8 就 可 以 推出 


推论 .9 ” 设 n>3, 2 一 5 <p<n, 设 uo(r) 是 一 个 非 负 有 界 满足 (2.48) 的 
局 部 连续 函数 , 则 对 任意 p € H1, 5> 0, 有 估计 ; 


让 C 了 
” wodr < z llel VolP wod 
| lo wade < Tr lls J plPwodz 


C p 
< 一 一 一 一 Vol; | VolP woodz, 
(1 O p)? | Iz, os | 


P n-p 


~ C=C(n,p)>0. (2.86) 
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引 理 2.10 ( 引 理 2.8 在 双 曲 空间 的 应 用 及 表现 形式 ) 设 > 3, > <p<n, 
设 w(t, r) € C1((0,00) x (0,00)) 是 满足 如 下 条 件 的 非 负 函数 : 存在 0 < / < 1 使 得 


twr + rw 


ETE max (nue, (np - ntir+(n—2)5), (287) 


则 对 Klein-Gordon 方程 的 任意 光滑 解 ulto 和 人 >S>0, 有 


* C P 
ul? wdy < ————||u||" con f [uw wdy 
a | ~ (1—p)P | LELO” Le S<t<T J 


+T | ul?” wdz, (2.88) 
t=T 
这 里 | 
P n—= p 


特别 , 取 w = w(d), (2.87) 等 价 于 存在 5 满足 
0<6< "+ Vva-3, Ea- <6 (2.89) 
证 明 ”为 书写 方便 , 引入 一 些 记号 
y= (t,£) n=(-t,x), O=(,V), 2 = Vr = (2; V), 


T 
r=|z|, 0==, A=(nl=VE +r’, w= 


入 


~ 


Ur = 0:Vu, Un=w: Vyu, ug = Vu -— Our, 
Uw = Vy 一 Wun. 
情形 1. t >r 的 情形 . 设 p= Vt? —r?, v(p, x)= ult, z), 则 
Vv = =ù + Vu = 7 一 人 十 Sun) + (Vu — Sun), (2.90) 
故 有 
|Vv| < + Pun 
通过 变量 替换 (t,x) 一 > (p, 7z), 有 


T , T , 
f J jul? wdy = f f |u|? wdadp, (2.92) 
S Jr<t 0 Sp<r<Typ 


XE T, = yT? — p, Ù = we. 为 了 应 用 引 理 2.8, 需要 验证 


+ Vu 一 Fun < V2ļuwl. (2.91) 


Ju 满足 此 条 件 . | (2.93) 
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此 恰好 是 (2.87) 5 t >r MARR, 事实 上 


一 try rtwrp+rw r 
一 一 -一  _ — t= 2 2 
w iw P veer 


np -= > (np — n+ DT +(n—2)-, t>rpol. 
在 (2.87) 下 , 就 可 以 确保 


因此 , 应 用 引 理 2.8, 可 见 


* C R * 
v|? dz s 一 一 一 一 to. | |Vv|? wdz 
人 | (1 E ju)? Lr Le Sp<r<1p 
+T™(T,) f lvl?” (p, 7Tz0)dg| 
Sn—1 


因此 , 利用 (2.92) 就 可 以 推出 


T * C T P2 l * 
|u|? ways | | Jolin» f [uwl? wdadp 
J J. (1 — p)? [Jo Lr Sp <T<Tp “ 


T 
+f flue T TOTT, Tp) 26d] 
0 Sn—1 T 


| 

< lull’ cow | [uw wdy 
— LOLZ” L 

(1 — p)? ' 9 J SEFT 


+r ft uP” wd). (2.94) 
t=T 


情形 2. 考虑 t <r 的 情形 . + p= vr? 一刀, ¿= th, FH 


v(p,€) = u(t, x) = ul[g|, VIE + p? 8). (2.95) 
则 
Vev=6u + — u + El2 F p2- 
Vier +e i 
二 04 十 © Ou, + pe 
r t 
; t t T r 
=0(ù + Sun) + -o (ur — Zun) + 48 (2.96) 
故 有 
t\2 r\2 2r 
< = 一 < Slul. 
Veol < f1+ (=) + (F) ful < Flue (2.97) 
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采用 变量 代替 (t, 1) 一 (p, £), 有 
P wdy = P déd b= wr”? pti. 2.98 
[ [lot way = [flr dean, a wr"? pt (2.98) 
为 了 利用 引 理 2.8, 需要 验证 存在 p 满足 
=z S <u<l. (2.99) 
这 可 以 从 (2.87) 5 t <r 推出 . 因此 , 对 于 
t\P 
Wo = Ù, wl 二 (=) wW, 


就 有 


w 1. n-P 
oP wags (MS) Yeas Losey erro 
人 ps wi LE Ls Js<t<T $ 


+T” &(T) f lvi?” (p, 7g)dg| 
Sn—1 


回 到 原来 的 坐标 系 可 见 


T _ C oo 
ul? wdy < 一 一 一 一 p v J U,|PwdEdp 
人 J i (1 — p) LPL Js<t<T ; 


+f I. Jule” w(T, VT? + œ OT(T? + p°) E :oagap| 
< (CC 
“(a= ny [I 


结合 (2.84), (2.100) 就 得 到 所 需要 证 明 的 不 等 式 (2.88). 
情形 3. 特殊 情形 w = wA) 下 条 件 的 等 价 性 . 当权 函数 具有 上 面 特殊 形式 时 
就 有 


nP 


nP 


2? 
u a S wt Juw] way+7 j., |r|? ‘udu. 
S<f<T 
(2.100) 


twr, +rù 2trw 


= —. 2.101 
w AW i ( ) 
因此 
XU 和) .1 ne. 1 nu—-n+1 n-2 
87) => —-——~ Sz a aC TS? 
(2.87) Q) <3 ( BABE PE B/E B/W? 
Vt>0, r>0 
Aw’(A) .1 . nu 1 nup-n+1 n-2 
<= <=> „inf oy TY r 一 
w(\) 2 rgia (3 t? t? + r? 
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利用 等 式 
2 +) = (vat vo) a,b > 0, 


min ( 
0<e<1 \c 


就 有 


1 -n+1 n- 
inf max ( < 一 =, eae yt =") = (Vip- n+1+vn 
=1 r? r t? 


r2 +t? 


RER p 一 1 即 得 关系 式 (2.89). 
注意 到 经 典 的 Morawetz 估计 


2 
I Melay <CE(u), dy =dtdz (2.103) 


及 引 理 2.10, 选取 w(d) = > 容易 看 出 


f jul?” “ay < Cl Vul 2 J lw ay + f wdz| 
S<t<T A S<t<T 入 t=T 


jul? 
dxdt < CE(u). 
t+ |z| 


这 可 以 推出 (2.27) Æ p = 2* 时 的 情形 . 


故 有 


5.3 BANS Att I 


本 节 考 虑 任意 维 Schrödinger 方程 及 低 维 的 非 线 性 Klein-Gordon 方程 (n < 2) 
有 限 能 量 解 的 整体 时 空 估计 ， 先 引入 一 些 记 号 : 

L© (I; H1(R")) : 相当 于 能 量 空间 ; 

L® (I; Bom "(R")) :0 > 0 很 小 , 当 = 0, 与 能 量 空间 同 度 的 最 大 时 空 Besov 


空间 : 
Le(I xR"): q = CEPO 是 与 非 线性 项 Juju 对 应 的 临界 对 称 时 空 可 积 指 
标 , 即 满足 二 = n(5 -二 ) - (5 - 寺 )， 它 确保 非 线性 估计 
q2 2 pe 


lul? ull yo (1;B°k,) ~ S Welle crx Rr)) lull zec; Bek) 


L(x RP) :9 = CEPR 是 与 非 线性 项 umv 对 应 的 临界 对 称 时 空空 间 可 
积 指标 ; 
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L? (I; BOs (R")) <=> L’ (I; Bok.) : 


1 1 1 
on +(n+ 1) (3 一 >) -7 = 1, Klein-Gordon 方程 ， 
1 1 
ok + n(= 一 >) — 2 = 1, Schrödinger 方程 ， 
1, Schrödinger 方程 ， 4 
ok = 1 p=24+-; 
5? Klein-Gordon 方程 ， n 


L® (I; LP(R")) <=> LPF (I; L” (R")) : 工作 空间 的 部 分 模 , 是 部 分 压缩 映射 原 
理 的 基础 , 是 由 LP 一 L? 估计 及 HL-S 所 确定 的 . 
注 记 3.1 (i) 上 面 空间 的 选取 原则 是 试图 统一 非 线 性 Klein-Gordon 方程 与 
非 线 性 Schrödinger 方程 . 因此 , 这 里 用 到 了 Klein-Gordon 方程 较 波动 方程 更 好 的 
特性 . 
(ii) Æ n > 3 时 , 需要 将 非 线 性 Klein-Gordon 方程 与 非 线 性 Schrödinger 方程 
分 别处 理 . 一 般 来 讲 , 对 于 具 结 构 (1.10) 的 非 线 性 Klein-Gordon 方程 , 选取 : 


Je(Tx Rn) : q = CDP 是 与 非 线性 项 jueu 对 应 的 对 称 时 空 可 积 指标 
EARR | wl? ull ys (1;B°k,) ~ < lullrss exe) lull oc; ;B.S) 
RT: 


; 1 1 1 1 
LP(I; B's(R")) <=> LP (I; Bs) : ok +n(s — - | -==10,=5 => p= 
vs a p? P 
—1 
(iii) L°(I; B277 (R”)) 的 使 用 方法 从 经 典 的 Sobolev KAXA 
lell co crete 8-7) < llulla). 


可 以 看 出 ,，L%(I; Bob (R) 实质 上 是 比 L%(H1) 更 大 的 替代 空间 ,， 它 意味 着 


s= 5 — = 层次 上 时 空 模 总 可 以 被 1 层次 的 时 空 模 与 ~(H') 模 来 控制. 事实 
E, 


L — 2 
lullzeaxr) < Chull ior pes lal (1.B 1 Boe) (3.1) 
1 1 1 
| 
q q p q 2 q qp q/ oo 
即 
pP p n ~ o 1-—3-o 
O<orr + (1-F) (1-5-0) ots [Bes Bg |, (3.2) 
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Ah, 容易 看 出 
„SP < D2 => P < qı SQ. 
(iv) 对 于 非 线性 Schrödinger 方程 而 言 , 确保 非 线性 估计 (3.1) 成 立 的 条 件 (3.2) 
等 价 于 


2 4 
1-2 TE > 0 q < LE (A q= TPP) p< +, 
2 2q n—2 2 n—2 


这 里 用 到 o > 0 充分 小 . 
(v) 对 于 低 维 的 非 线 性 Klein-Gordon 方程 (n < 2), 总 可 以 取 o > 0 充分 小 , 确 
保 非 线性 估计 (3.1) 成 立 的 条 件 (3.2) 成 立 , 当然 , 与 非 线性 Schrödinger 方程 相同 ， 


仍然 采用 q= n+p. 然而 对 于 高 维 的 非 线性 Klein-Gordon 方程 (n > 3), 如 果 
Wq- mp DP 则 确保 非 线性 估计 (3.1) 成 立 的 条 件 (3.2) 等 价 于 


p n np (n—1)p < 4 n-i 
2g 2 Q n—2 n-2 n ` 


如 果 取 q= COT UP 则 确保 非 线性 估计 (3.1) 成 立 的 条 件 (3.2) 等 价 于 


这 里 用 到 o > 0 充分 小 . 由 此 可 以 看 出 , 处 理 高 维 非 线 性 Klein-Gordon 方程 需要 波 
动 方程 的 容许 关系 及 相应 的 Strichartz 估计 . 
本 节 的 目标 与 思想 是 对 于 任意 有 限 能 量 解 , 证 明 


lll ze, Bo) < C(E). (3.3) 


当然 , 由 于 次 临界 的 非 线性 Klein-Gordon 方程 和 非 线性 Schrödinger 方程 与 临界 指 
标 有 一 个 容许 的 尺度 , 因此 , 可 以 将 证 明 形 如 (3.3) 的 整体 时 空 估计 归结 为 证 明 低 
于 H 层次 的 整体 时 空 估计 . 例如 , 利用 Strichartz 估计 、 非 线性 估计 及 连续 性 方 
法 , 仅 需 要 证 明 


[ul La RxRr) < C(E). 


以 下 首先 回忆 几 个 熟悉 的 插值 不 等 式 和 Sobolev KASA: 


l-a a 1 
ny < l-a < n ——+—=-—, 0<acl. (3.4 
lullragxr» S lull zoe, geg) lulle qxr): 7 tu wm a<l. (3.4) 
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les * ul oe na) < C2 lule OX FS o, (3.5) 


这 里 {p} Lo 是 从 属于 非 齐 次 Littlewood-Paley 分 解 定义 中 的 函数 . 
lull Lac(rxRr) < Chul g pen) llu pt -8-0 j= 1,2, (3.6) 


1 一 
|||] az (rxRr) < Cllullradr, vey lll aa. - 1,92) 
2 p 
< Chal ree (lll gos lulz) ， (3.7) 


这 里 插值 所 需要 的 指标 关系 是 


q2 P q2 
5 (3.2) Æ q = qz 时 完全 一 致 . 


IF 1, Bos,) < C (Il cree + lulia sewn) ) lull jo, Bo); (3.8) 


f(u) 一 fo sr (ILe (Rn) Š C (lula cre + lll eo cr xRr) + lull ce (rxRe) 


+ ol; Creme) ) le = ell zee cr, (3.9) 


注 记 3.2 (1) (3.4) 是 经 典 插值 定理 , 利用 Sobolev MATHRARAN Bern- 
stein 估计 , 容易 证 明 (3.5), 事实 上 


les * FI 


porgi 879) S le * ul < 207 | py lla 


<27 |l; * ulla < 2 llulla. 


(3.6) 5 (3.7) 是 插值 公式 与 Sobolev RMA THMABAR. (3.8) 与 (3.9) 是 典型 的 
Hilder FEA, 这 两 个 非 线性 估计 源 于 适 定性 的 证 明 过 程 , 所 需要 的 指标 关系 分 别 
是 


1 1 1 
+ 
P2 P2 | D1 | 


gq G2 Q a Q 


(2) FEAT AMSA Strichartz 估计 是 


| tl] 2.20 ( #42) + ell tecr, pes < Clla(0)l|g: + CllEqr(wl ce’ (Bo,): (3.10) 
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此 时 , 对 应 于 Klein-Gordon 方程 的 容许 对 的 定义 有 如 下 的 转换 : 
1 


ar) eho F< in-Y(5- >) eneas) 


(3) 估计 (3.8) 与 (3.9) 给 出 了 非 线性 Klein-Gordon 方程 与 非 线 性 Schrödinger 
方程 Cauchy 问题 适 定性 的 数学 证 明 . 事实 上 , 就 非 线性 Schrödinger 方程 而 言 , 用 
部 分 范 数 诱导 度量 duv) = lu — ollz, 注意 到 (p,p) © A, 则 有 如 下 压缩 性 
估计 : 


d(Tu, Tv) < |f(w) 7 fv) lo (1, 17’) 
< OC (Nuala + el gxr) + lol Ze rene + olki gxr le- olizo 
(4) 就 低 维 非 线 性 Klein-Gordon 方程 (n < 2) MAR, 注意 到 
2 1 1 2(q2 — p2 — 1 1 1 n+2 
< n( --}, 2m ~~ < nf --), gy = et? )p2 


qo \2 p q2 2 p 2’ 
及 
1 (æ-m-1)_ _ 1 1) 2(n+2) 
26(p) — 1 (r) = (n+1)(5-=), p= n ` 
就 高 维 非 线性 Klein-Gordon 方程 (n > 3) WA, 注意 到 
2 1 1 2(q2 — p2 — 1) 1 1 — (n+1)pe 
= <(n-(5-3), Se <(n-1)(5-5), @=— 7) 
1 ( 1) 1 1 2(n +1) 
q2 — P2 一 _ a(n 
26(p) -z ay TL §(r) =n(3- 4) p= ml 


用 部 分 范 数 诱导 度量 dtu v) = lu — oll pes rine), 则 有 如 下 压缩 性 估计 


d(Tu, Tv) < fw — FN -2 


L?P2FT (7,Le’ (R™)) 
<C (ul, crx) + ol xm) + lulla gxr) + Mol Crewe) le — la r,ze)- 


引 理 3.1 (扰动 引 理 ) BW f(u) 满足 (1.8)~(1.10), u(t) 是 非 线性 Schrödinger 
方程 (1.1) 或 非 线 性 Klein-Gordon 方程 (1.2) (n < 3) 在 区 间 I = [S,T] 上 满足 
条 件 : 


llre, mn KE <œ, |lullzacrxr) =n < oo (3.11) 
的 解 . 则 存在 0 < mo = lE) HES n< nmo(E) 时 , 有 


ltl sor, Bes) + llulla gxr) < CCE). (3.12) 
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证 明 W(t) 是 问题 


iv + Av = 0, 
vit=s 一 u(S), 


或 者 


vlt=s = US), O(f)|t=5 = U(S) 
的 解 , 则 由 Strichartz 估计 及 非 线性 估计 (3.8)、 插值 公式 (3.4), TA 


| Vv — Av +v = 0, 


|u — ve(r, Bos) < Cf wor, Bk) 

< Cllull Lc, pos (\lull ees roe) 十 lulta zxmn)) 

1 一 C +1 a 

< (leli zecr ge lel Bea crre) + MERRE Mulgrew) (8-13) 

因此 , RER (E) 充分 小 , 就 可 以 保证 
ell tecr, pes) < vl rere + A ell cae xR”) 
l-—a@ 1 a 
+lull isg) lulta (expe): (3.14) 
利用 连续 性 方法 , 容易 看 出 
ell rec, Bes) < CCE), (3.15) 
ul La (rxRr) < lulled. py llullaq) < C(E). (3.16) 


从 而 推出 (3.12) ARIZ. 
注 记 3.3 ”作为 扰动 引 理 的 直接 结果 , 有 


上 za < E<%, |ullzragxr < oo = le ps) <% 


引 理 3.2 (质量 集中 现象 ) 设 f(u) 满足 结构 条 件 (1.8) 或 (1.9)、 非 线性 条 件 
(1.10) RA FRE (1.11), u 是 区 间 了 上 的 有 限 能 量 解 E(u) < E< ow. 设 


ul Laz (rxRr) =n < oF) (no 由 扰动 定理 给 出 )， (3.17) 
设 s > 1, 则 存在 子 区 间 J C I，R > 0，ceRn 满足 
| JC(E,n), R< C(E,n), 


j. eam (lult), |u(t)|*)dz > C(E,n,s), Vte J. (3.18) 
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证 明 第 一 步 (广义 质量 集中 现象 的 频率 尺度 分 析 ). 由 扰动 引 理 3.1 与 插值 


定理 可 见 
n= lullreaxr $ lala selel sr- 
C(E )||u ue B27) 
由 Besov 空间 的 定义 


) 


) 


j20 
此 意味 着 存在 Tel, ceR” Rj e NU {0}, 使 得 
[210-3 -0) yp; x u(T, c)| > C(E,n). 


pi* ule, > C(E,n), 


L~(I;B, 2,7) 
J270— 3-99; x u(T,c)| < 277 sup 240-2) |p; * ullo 
j>0 
<2 llull pg S277 CE). 
由 此 可 见 
C(E,n) < 2-7 C(E) => j < C(E,n). 


说 明 形 如 (3.21) 的 集中 现象 只 能 发 生 在 低频 部 分 . 


- < |lullz~c1y 及 基本 估计 (3.5), 可 见 


(3.19) 


(3.20) 


(3.21) 


(3.22) 


(3.23) 


BF (广义 质量 集中 现象 的 时 间 区 间 估 计 ). 由 Sobolev RAAK Holder 


不 等 式 有 


1-6 aa p 
n = |lul|zaqrxr») <Cllull Ear, Le llr pes jl a p- -时 .| 


< Culley reg CE) < COUE, 0<B <1, 


由 此 推出 
|| > C(E, n). 
另 一 方面 , H Sobolev RA cE HED H, 


(3.24) 


(3.25) 


[210789 p; * (u(t) — u(T)) loo < 270) sup 2792 |p; * (u(t) — u(T))|loo 
IFA 


< 270-1) lu(t) — u(T) || 22 
<C(E,n)|t — T|. 


(3.26) 


- 178 - 第 5 章 非 线性 次 临界 Klein-Gordon 方程 与 Schrödinger 方程 的 散射 理论 


这 与 (3.21) BA, 并 利用 连续 性 可 见 存 在 J C 了 满足 |J| > C(E,n), 使 得 
20-3- x u(t,c)| > C(E,n), WEJ. (3.27) 
第 三 步 (广义 质量 集中 现象 ). 记 


po(z), 0 


~~ ? 


oj(Z) = 23" (2) 2). 
对 任意 的 te J 有 


C(E,n) < |p; * u(t, c)| = J 2)"°(2/ y)u(t, c — y)dy 


S he + yor MERR c- y = 2) 


<S 2” |llollut)llziqz-e<r) + 29”/? lEz r lulz 
<C(E, n) (u(t) |lz1(2-e}<R) + || Bll 2242) 523 Ry) ’ (3.28) 


这 里 用 到 j 的 低频 尺度 估计 (3.23) A lulle: 可 被 能 量 控制 . 由 于 B e .9(R"), 只 要 
RM R> co, 就 有 


l| 2¢j2)>25R) 一 0, (3.29) 


因此 , 可 找到 固定 的 R < C(B, 使 得 


u(t) zadz-elsa > C(E,n), Vte J. (3.30) 
& 
A -| lul*dxz, B =| |u|dz. (3.31) 
Jul<l |u| >1 
|a—c|<R Iz—c|<R 


利用 (3.30) 可 以 看 出 


C(E.n)<B+ | luldz 


|z—c|<R 
<B+C(R)A:  (Hölder FÆR) 
<C(E,n) |(4 +B)+(At+ B)? | . (3.32) 


故 有 


A+B>C(E,n,8). (3.33) 


5.3 ”整体 时 空 估 计 I -179- 


注意 到 当 n < 2 时 , Hardy 不 等 式 


u 
jäl, < ea 


šl. 
关于 上 的 平均 衰减 性 . 1 3 
5| 3.3 Bp>2+—, 特别 当 n > 3 时 , 额外 要 求 p < 2+ 一 5. Bu 


非 线 性 Schrodinger 方程 或 非 线性 Klein-Gordon 方程 的 整体 有 限 能 量 解 En(w) = 


E < co. 则 有 估计 
人 人 o ao} 5 < C(E). (3.34) 


WEAR ”由 Holder 不 等 式 易 见 


Í. LS a< (f lupaz)” e -272 žrde) 
<c ( 人 jude) (3.35) 


因此 , 由 不 依赖 于 非 线 性 项 的 Morawetz 估计 ( 引 理 2.3), a A 


人 ( /您 wa a) g <c f Le lu" dedt < CB(u)*, (3.36) 


Jul? r i dt (E(u))? u)? 
KL. (a)? (t) < 人 (办 1+z dt < CE(u)?. (3-37) 


从 而 推出 估计 (3.34). 

众所周知 , 波动 型 方程 具有 有 限 传播 速度 , 然而 一 般 的 色散 方程 并 不 具有 有 限 
传播 速度 , 但 是 它们 具有 几乎 有 限 传播 速度 . 几乎 有 限 传播 速度 有 多 种 不 同 的 表示 
方式 , 这 里 采用 Bourgain 的 原始 形式 . 

引 理 3.4 te u(x,t) 是 非 线性 Schrödinger 方程 (1.2) 的 有 限 能 量 解 EN (u) = 
E <œ, KR BER’ 中 的 紧 支 集 , 则 对 任意 的 RR>0 和 TT>0, 有 


C(E) 
J. p (Ta) Pde > | ul0, wdz - S&T, (3.38) 


不 成 立 , 然而 , 仍然 有 形 如 
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这 里 B(R) = {z € R” | Jy € B 使 得 |z 一 yl < R}. 
证 了 明 $ d(x) = inf |z — yl, 容易 看 出 


z € B(R) dz) < R H |Vd(2)| <1. (3.39) 
4 
x(x) =h ( — a) ， h(t) = |， , i (3.40) 
则 
X(Z) = | A on B(R), (3.41) 
且 
IVx(2)| < =. (3.42) 
考虑 
I(t) = J. _|x(a)u(t,2) Pde, (3.43) 
直接 计算 
I'(t) = 2Re (x(x)u, x(—iAu + if(u))) = -4Im (x(VX)u, Vu) > -25 (3.44) 
两 边 积 分 可 见 
f p Taaa f KET, a) Pae = T) >10- Sr 
> [ M lu(0, x) |2da — er. 


关键 估计 I ”时空 范 数 的 加 权 分 布 估 计 
引 理 3.5 设 久 是 (1.1) 或 (1.2) 的 整体 能 量 解 , 满足 


En(u)=E< œ, t € RR. 
设 0=T0<TI<L<T<, 1, =(Tj-1,T;),0< < (E), 使 得 


= < llullzot6xao) <m Vj € No = NU {0}. (3.45) 
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设 S 表示 上 述 指标 i 的 集合 (可 以 有 限 或 亦 可 能 是 无 限 集 ), 则 对 于 任意 的 Je S, 
存在 tj eL 满足 

1 
—— < C(E,n). (3.46) 
2 (t; +1) í 


证 明 ”对 任意 的 j e 5, 由 刻画 质量 集中 现象 的 引 理 3.2, 3J; C Ij, cj eR” 和 
R>0 使 得 


Jj] >C(E,n), R<C(E,n), (3.47) 

及 

J \ulPdx > C(E,n), YEE J, (3.48) 

|xr—c;|<R 

这 里 p 满足 

4 4 4 

2 二 一 <p<2 十 一 一 或 2 二 一 <p<o%,n<2. 
n . n—2 n 


S t; = inf J;. 为 了 利用 有 限 或 几乎 有 限 传播 速度 的 性 质 , 考虑 


| lc; — ck| < Mlt; — tel + 2R, 


(3.49) 
lc; — ck| > M|t; — tk| + 2R, 


这 里 对 Klein-Gordon 方程 而 言 ，M = 1; 对 Schrödinger 方程 而 言 , 选取 M = 
M(E,n) 足够 大 保证 

2 7” M 
这 里 C(E,n) Æ (3.48) 中 出 现 的 常数 , Co(E,n) 是 引 理 3.4 中 常数 (几乎 有 限 传 播 
速度 中 出 现 的 常数 ). 定义 N 的 子 集 (如 图 5.1) 


Ci(E,n) CalB ND) (3.50) 


P= {D1 … Patt h (3.51) 
满足 
Pi = L, 


p2 = inf {k € S, |c — Ck| > M|tı — tk| + 2R}, 


Pa = inf {k € S, |e; — Ck| > M|t; — tk| + 2R, 7 = Ppi," ,Pa—1}- 
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图 5.1 
在 此 基础 上 , 对 任意 的 j e P, 定义 
Aj={keS|k> 9H |c- cer| < Mt; —th|+2R}. (3.52) 
由 上 面 定义 可 见 
S=|)4;=PULJ4;, 4; =A; \ {p} (3.53) 
jEP JEP 


采用 不 依赖 于 非 线性 项 的 Morawetz 估计 及 方程 的 平移 不 变性 , 有 


f J jule + meee + ti) aedt <C(E),  (NLKG) 
ol<le 


2 
f | Clute + onttt) a < CE), (NLS) 
R™+1 |(t, x)| 


t = tju” 
PC(E,n)> ~~, dxdt 
#POE, n) > /| jaar t- tlt 


jEP |z—cj|<M|t—t 


> `S // tt 
jep” Y le-cj|SM|t-t;|+3R C(M, R)(1 + |t — t;|)’ 
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> A> U J, XEN (NLS) 为 例证 明 , (NKLG) 是 显然 的 情形 ) 


LEA; 


|t — t;|*|ul? 
TUM RAe Lit 
N J cj|<mit—t,|43R C(M, R)(1 + |t — t;|)’ 


> |/ CE:n) at (使 用 了 条 件 (3.47)) 
Jk 


> 


l+t 
> 多 ke A; + 
C(E, . 
CEs) t = inf |jt| > max |ti, (3.54) 
tk +1 tEJk tE€Jk—ı 
kES\P BÈ teEJk41 


这 里 用 到 了 | 六 | > C(E,n) 及 
{ (2.8) lz —c;| < M|t -t,| +38| D U { (asta) 一 ck S R}. (3.55) 
ke A; 
因此 , 问题 就 归结 为 证 明 #P < C(E,n). 对 于 Vk eP, w 
P, ={jEP|j <k}. (3.56) 


构造 


LJ Bic, R+ Mt; — tel), (J B(c;, R) 
jEP JEP 
易 见 , 上 面 的 B(cj, R) 互 不 相交 . EKE, 对 Yr es B(cj, R), j € Pp, |£- c| < R, X} 
EÑ lj, le P, 直接 验证 
|x — ce| > |c; — ce| — |x —c;| = Mit; — te| + 2R — R > R, 


由 此 可 以 推出 z& B(ce, R). 
情形 .1(NLKG). 根据 解 的 有 限 传播 速度 及 P 的 定义 , 有 


E> | en(u, t,)dx 
Ujer, Bley, R+|t;—tel) 
=f ew(u tae + | en (u, tr)dz 
Ujep,_, Bley R+ltj—tel) Bl(cx,R) 
> | ew(uste-a)ax +f en (u, ty )dax 
Ujser,_1 B(cj,R+|tj—tre-1|) B(ck,P) 
>5 | exlutijdz > HPCE, 1) (3.57) 
jEPk B(c;,R) 
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H k 的 任意 性 就 得 #P <C(E,n). 
情形 2 (NLS). 充分 利用 弱 色 散 不 等 式 (几乎 有 限 传播 速度 ) 可 见 


> J ju(tx)| dz 
U 


— 2 
=j |u(t,)|“dax 
U, B(cj;, R+M]|tj—tk|)UB(ck,R) 


jEPk—1 
h 


>f ju(tk-1)| dz 
U 


jeP,_, Bl(ci,R+M|t; —tk—1|) 


C2o(E)(tx 一 tk-1) 
+ ult) | dr — E 一 
Jen tP- i N 


ju(tk)| dx + J ju(tk)| dz 
B(ek, R) 


jEP,_, Blej R+M|tj—te!) 


>D ,ha P 2” 
j€ Px B(cj,R 


= #P, -Cr(B,n) — #P, 2D 


AG) 


> #Pk (3.58) 


ORR RK #P < co. 综合 利用 (3.54) 及 (3.58) 就 得 有 限 能 量 解 的 时 空 范 数 的 加 
权 估 计 (3.46). 

注 记 3.4 ”在 时 空 范 数 的 加 权 分 布 估 计 中 ,Morawetz 型 估计 与 质量 的 局 部 化 
起 着 关键 的 作用 . 


关键 估计 II ”时 空 局 部 化 能 量 


设 有 限 能 量 解 u(t) 具有 充分 大 的 时 空 范 数 lullzekrxRn), 证 明 存 在 一 个 长 的 区 
间 [S,T] c I, 使 得 在 区 间 [S, T] 上 lull 292 [5,7] xR”) 充分 小 , AERA [S, T] 的 某 个 
端点 上 能 量 可 以 局 部 化 . 其 中 时 间 区 间 的 长 度 |T — S| 远大 于 局 部 能 量 的 空间 尺度 ， 
并 且 在 [S,T] 的 时 空 范 数 小 于 局 部 化 能 量 的 值 . 具体 地 讲 , 有 如 下 结果 . 

命题 3.6 uË (1.1) 或 (1.2) 的 整体 解 , 满足 En(u) =E<o. Kv,e>0 
和 M < oo, 则 存在 vi = n (E) < œ Al N= N(E,¢,M,v) < œ 满足 如 下 结论 : 如 
Rv < n (E), |lullregxr > N, 则 存在 (S,T) CI,c ER", RE (1,00) 满足 


IT — S| > MR, 
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并 且 
lullžaqs,rxrn) + ill2s sm.pes) <7 < 人 ent tdr, t=SRML=T, 
(3.59) 
u(t) 
<e, t=SRMt=T, (3.60) 
(x — Cc) || r2 
这 里 
en(u,t) = Vial? + |u|? + F(u) (3.61) 
表示 能 量 密度 . 


证 明 ”命题 3.6 的 结果 表明 在 zx = c 处 的 局 部 化 主要 体现 在 |Vul, u 及 势能 
部 分 , 原因 在 于 (3.60) 表明 在 x = c 处 质量 |u|, 没有 局 部 化 . BD 


I=VJG, = (Tj-1, T3) 
j 


满足 

no(E 
2 

由 质量 集中 原理 , 对 任意 的 j, 存在 t; € Ij,R' < C(E) 及 c eR”, 使 得 


N” 


n 
5 <llullxa,) < 7 = 


| gy Mts) > Ci( 回 全 4 (3.62) 
z—cj|<R’ 


这 里 不 妨 假设 R 21, 而 R 关于 了 是 一 致 的 , R = R'(E,n). 由 非 线 性 波动 方程 的 
有 限 传 播 速度 及 非 线性 Schrödinger 方程 的 几乎 有 限 传播 速度 , 容易 看 出 


J en(u,t)dz > 4v? > 4v? > v?, (3.63) 
|Jz—c;|<R’+|t—t;| 
E)it —t: 
J en(u, t)da > 4r? — C(E)lt = ty] = 4p? — AF) > rv, (3.64) 
|a—cj|<R/+A|t—ty| Alt — tjl 
= C(E 
这 里 取 入 := CL) 
37Z 
对 任意 的 j, 容易 将 万 分 解 为 
=U 有 H=% S), K= (3.65) 


le P; 
(这 里 P; cz 与 上 节 记 号 不 同 ) 使 得 


lulli eç xR”) + lall Lo, Bos) <v, #P;<C(E,v). (3.66) 
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事实 上 , 由 
llzedexan <= 2E, 
则 由 扰动 引 理 3.1 就 可 以 推出 
上 liocz;Bs) < C(E) = 前 分 Ij 使 得 (3.66) RE. (3.67) 
由 广义 的 Hardy 型 估计 


十 1 
EF dt 


A 的 q SOP) (3.68) 


及 方程 在 平移 变换 元 = ulr + c, ttti) 的 不 变性 可 推出 


有 U n (z eh q z < CE) (3.69) 
I 存在 L<C(E,e) 及 


| T} € (Sia 94a +L(Si 1 -6)), £>0, 


a | | (3.70) 
T} e (S$ - L(S}-t;), Sf), £<0, 
j 
u(Te) (3.71) 
(z — c5) ||, 


采用 反 证 法 . 事实 上 , 如 果 Jo > 0 及 CE, co) > 0, 对 任意 的 到 > 0 及 


然而 


Te (H Sia +L(S 1 -ti)), £>0, 


T} e (Si - L(S}-t;), Si), £<0, 


之 EQ- (3.72) 


jul? e3 dt si_,+L(Si_,-t;) „1 dt 
tor) W” a 0 Gh) 
R n Cj j Si, j 


forse +1 dt 
S?_,—t; (t) 
~log(1+ L)eht?. (3.73) 


~ 
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由 工 选取 的 任意 性 (可 以 接近 充分 大 常数 C( 已 ,so)), 这 与 (3.69) 产生 矛盾 . 
取 M' = M'(E,M,c) 充分 大 (其 中 入 > 1 是 有 限 或 几乎 有 限 传 播 速 度 ), 满足 


人 > MAL +1), 


(3.74) 
M'R'-L> M(R'+X(L+4+1)). 


断言 有 ”3;, 3le P; 使 得 (寻求 充分 大 区 间 的 方法 ) 


Si, —Si|> M'(R! + r\S2_, — t;)), £>0, 
[本 {l > M'(R + ASE, = tl) (3.75) 


(Si - Si > M'(R +A Si-ti), <0. 
若 不 然 , 对 任意 的 了 及 Le P; 有 


S57 -Sl<M(R+AS —t;|),  £>0, 
{ Íl < M'(R +AlS$ a = tl) (3.76) 


Si -Si<M(RI+ANS -tl), €<0. 
于 是 , 对 任意 的 Le 已 有 
IS —t;|+ RSR + M’R’ + (M’'A+4+1)|S3_, -— tl 
<R' + M'AR + (M'd+1)|S2_, 一 如 | 
=(MA+1)(S 1 — tjl + R’) 
<< (2MA)MIR',  £>0. (3.77) 
根据 4 的 任意 性 , 就 可 以 推出 
| 万 | = (2M’A)*#P R < (MMNEENR’ < C(E,v, M,e), Vi. (3.78) 


同 理 , 对 于 <0 的 情形 , 有 类 似 的 结论 . 鉴于 (3.78) KF j 的 一 致 性 , 就 有 
1 1 
> t7.+1 > 2 FOE, v, M,e) 


JES 


另 一 方面 , 由 N = N(E,v,M,c) 充分 大 , 且 


(3.79) 


n 
ul] Le2 (1 xR”) >N, 2 < LA <N. 


#(1;) = o(=)". (3.80) 
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将 此 代入 估计 (3.79), 再 由 N 可 以 任意 大 , 与 引 理 3.5 相 了 矛盾 . 说 明 断 言 IRZ. 
现 假设 《> 0， 由 (3.75) 可 见 


St — T} > Sp — S51—L(S 1—t) 
>M'(R + r|Sp_, — tl) — L(S¢_, — ty) 
> R'M' + M'S- tj] — L(t 1 — ti) 
> R'M’ + [L+ MA(L + 1)] |S}; —t,| — L(Si_, — t;) 
>L+M(R' +A(L+1))+(L+MAL++1))S} —t;| — L(S7_, - ty) 
> MR' + (L+1)M(Si_, — t;) 
> M(R' +A|T} — t;|) = MR, 


其 中 最 后 一 步 用 到 了 (3.70). W 


t=S=Tj], T=S}, 
c=cj, R= R +AT} —t;l. 


从 而 推出 时 空 范 数 的 能 量 局 部 化 估计 (3.59). 
关键 估计 II 局 部 化 能 量 的 分 离 现 象 


下 面 考虑 局 部 能 量 的 分 离 现象 . 如 果 局 部 化 能 量 的 空间 尺度 与 时 间 的 长 度 相 比 
充分 小 , 并 且 在 其 上 具有 很 小 的 时 空 范 数 , 就 可 以 将 局 部 能 量 进行 分 离 . 需要 指出 
的 是 , 支撑 局 部 能 量 的 空间 尺度 的 度量 可 以 很 大 (上 面 提 到 的 充分 小 是 与 时 间 尺 度 
的 度量 相 比 较 而 言 ). 为 陈述 方便 , NAE t= 5 ( 左 端 点 ) 的 情形 . 

命题 3.7 设 久 是 问题 (1.1) 或 (1.2) 的 整体 解 满足 En (u) = E < 00. 假设 对 
某 个 vy>0,e>0,ceR",R>1,T>5>0, 有 


| (8,7) xm") + lal os T];B°%) <v’ < J en (u, S)dx (3.81) 
ep lr—c|<R 


u(S) 
(z — c) 


<E. (3.82) 
L2 


那么 总 存在 v = n(E), so = €0(E,v) 满足 : 当 


v < rv(E), e<eq(E,v) 
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时 , 存在 自由 方程 的 解 v 使 得 


y2 
En(u-—v,T)< E— T 


Ex,(v,T) < 21°, (3.83) 
R Q 
vl Le ([7,00)xR*) < C(E, v) (ra) 


这 里 a = a(n, p), R 是 能 量 局 部 化 的 空间 尺度 , en(u,t) = |Vil? + |u|? + F(u). 
证 明 由 于 
| eN( 9)dz < œ, 
R? 


则 存在 we Rn WE d=]e-d|<CE,v) A 
J en (u, S)dz < a (3.84) 
|la—c'|<2 
设 v 是 相应 的 自由 方程 满足 如 下 初始 条 件 


v(S) = xru(S) 


v(S) = xru(S), (S) = xru(S) 


=z) 1, |jc-ec|< L, , 
= h | 2- —— | = suppVxL = į\z:|r-c|~L 
Xz ( 0, |z- c| 22L, | | 


是 截断 函数 . 选取 工 e (1,R+d) 使 得 
fentus 9)dz = r°. (3.85) 


FKE, 


f aaentu, jax > | en(u,S)dz>v*, L=R+d, 
|z—c’'|<R+d 


这 里 用 到 {2 | |z 一 c| < R} c {r] |r- ed] < R+d}. 事实 上 , 对 于 任意 的 zefz| 
lc —c| < R}, RA 


jz-—c| <|a-—cel+|le—c|<R+d. 
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由 积分 关于 积分 区 域 的 连续 依赖 性 就 说 明 (3. 85) 成 立 . 
由 条 件 (3.81), 容易 推出 


IV o(S) I Za any < lxr Vels) + Vxru(S)l2 + 2|Re (xr VulS), Vxru(sS))| 


<|xrvu(S)l2 + C(E)(a + a°), 
这 里 用 到 suppVxr = {7: lz 一 ce ~ L}, 1<L<R+d, 


(z-e) < (x —c’) + (d-co) 


a-o eo) SITA 


u(S) (c-o 
(c—c) (z-e) 


x 


S 
ees ul L 


2 


oI. < C(E,v)e. 
现 以 Klein-Gordon 方程 为 例证 明 . 注意 到 x? F(u) > F(xru), 可 得 
B,(v, 5)<Ewto 3) = J wl? + [Vo]? + lel? + F(v)]dz 
< J 2 en(u, S)dx + C(E, We < 1? + C(E, v)e. 
取 eo(E,v) 充分 小 , 4 s < eo(E,v) 时 , 上 式 可 以 改进 为 
Ex,(v, S) < 2v*. 
$ w=u-, RAF (3.86) 的 推导 , 有 


[Vw(S)||2 < I- xz) Vu(S)||2 + C(E)(a + a°), 


(3.86) 


(3.87) 


(3.88) 


(3.89) 


(3.90) 


这 里 a 就 是 (3.87) 所 标 出 的 式 子 . 如 果 需 要 , 可 以 取 (E, v) 充分 小 , 使 得 E(w) 


在 起 点 的 能 量 是 
En(w,S)< ft — xL) en (u, S)dz + C(E,v)e 
< [a — x? Jen (u, S)dz + C(E, veo 
<E -r° +C(E,v)eo 


2 
<E- > 这 里 取 so 满足 C(E,v)eo < 


it 


V 
7 。 


(3.91) 
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为 了 估计 u(t) — v(t), v(t) Æ t = T RARER v(t) 在 区 间 [T, 00) 上 的 时 空 估 
计 , 先 来 回忆 Klein-Gordon 方程 的 Strichartz 估计 


tea, |e] <1, 


|t|- (n— 1 十 0)( 雪 一 二 ， lt! > 1, (3.92) 


IK Oller, < Cmolas (= | 
这 里 
2 和 7r<co，0< 和 sl n+1+2)(5-=) <1+8-s, s,5>0. 


为 了 便于 陈述 , 引入 以 下 记号 . MF n>1,2<r<ohk0<c<1id 
lro) 26) _ re) 1 1 


nto n+l+o n-—-l+0 2 
在 应 用 中 , 常常 取 

(n+1+0) (5-+) = 28(r,0)=1+5-s. 
则 (3.92) 可 以 表达 成 


IKOYO IB, < Chel yl ge -1281r0); t #0, 


这 里 K(t) = e t a sinut 特别 地 , 对 于 s 二 1- plr o), 估计 (3.92) 就 是 


KOWO < Cle] yl pec), t £0. 
故 有 
vbs < Clt— S|-7Y(r,0) oC) pereina + 12(5)Il pereerer— (3.93) 


今 取 


3 
r=o, =l, s=- ) 


注意 到 v(S) 的 表示 形式 , 利用 Besov FA LA RRA TE, 见 文献 
[Mil] 第 八 章 引 理 5.3 (P352), 容易 推出 


loll sagan < Ch SITË (olsry® + lel) sy) 


n 


< Ct — S|“? Er (v, S)? L? 


<c (ra — =a) ¥ ; vt € RR. (3.94) 
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对 于 Schrodinger 方程 的 情形 , 有 


ull -epa < Clt— SITË IS) ea < Clt- sS S|? Erw, S)Ż L? 


Boo > 1,2 


L 2 
< L OW ) ) 
c(a) V vteR 


1—8 p 
|v || gaz ([T,o00) xR”) < Cllvlly ([T,00); B30 3) loll eo ([T,00); Ba3 ,2) 


— Bo(1- 
<Cv! | a=) 


-r3 
L®([T, œ); Bo, ) 


nbz (1522 
< Cy1—82+B272 ( L -) 2(—?) Ba(—72) 
> T-S 


<ov (Rte R+d on ) cur, v) (Bee R+d Rea (3.95) 


IT — S| IT — S| 
用 到 1 1 1 1 
90 + 6(r) — = <1 9 +n(5-—)-— <1, 
其 中 用 到 如 下 容许 关系 、 插 值 关 系 : 
o n+l on Ant+1) n-2 
so= t! 2 (n+2)pa 2 > 0, n < 2, 
(1 — DO2 )s0 + B2851 > 0 (选取 bo 使 得 此 关系 式 成 并 ), 
nt (tm 1 
q2 P OO q2 np2 
s=a2+(1-£) -于 _ Ant+3+ 2%) nt 
q2 2 np2 2 
同 理 亦 可 证 明 


npr im 
Rtd ) oe) (3.96) 


lolita (T, xr < C(E,v) (5 


Klein-Gordon 方程 的 情形 HAH 


一 一 > 
ill yors,n; Bs) 一 ul sedts,T); Bos) + lw tll ots,T); Bs) <q DJ/ 
就 能 推出 
一 一 1 > 
lwll po((5,7];B7%) 一 lwll os, rm; Bos) + llw wl Les,T); Bs 


< lall o((s,7);B7%) + lll L6((5,7);B7%) 
入 7 二 Cuv(9) g: <v +CEr(v, S) < Cv. (3.97) 
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利用 能 量 等 式 、 空 间 Le([S, 了 T]; B) 与 L” ([S,T]; Bot.) 的 对 偶 性 Q = =) 及 


非 线性 估计 (3.8), TA 


T 
By(w,T) = En(w,8) + | 2Re (Ow + w + f(w), w) dt 


T 
=Ey(w,S)+ | Relf) ~ Flu), yet 
5 
< En(w,S) 十 WC + KOAR 
X lw willls, Tl; Bos) 
< En(w,S) + C| (hu Ln ([S,T] xR”) + lwll 15,7] xR") lwll Lo ((s,7);B7%) 
+ (lull ers mix) 十 lls, (fg Ty xr)) 
x [lull ods Bos) | toledtsny; Bos) 
2 
< En(w, S) + C(E)(v?!*? + 2+?) < E — > + C(E)(v?t? + pP2t?), 
(3.98) 
因此 , 可 选取 vo = (E) > 0 充分 小 , E OC(E) (vt? +0?2+7) < v?/4, BN (3.83). 
Schrödinger 方程 的 情形 ”注意 到 非 线 性 估计 (3.8), 可 见 


T 
En(w,T) = En(w,S) + 人 2Re (iù — Aw + f(w), ù + iw) dt 
T 
= En(w,S) + 人 2Re(f(w) — f(u), -iAw +if(u) + iw)dt 
T 
= Eyn (w, S) + 人 2Re(f(w) — f(u),i(1 — A)w)dt 


+ f 2Re(f(w) — f(u), if(u))dt 
S 


< En (wu, S) + C| (wl qs,rixrn) + lwll qs,rixr)) lll oe ((s,7];87%) 


+ (lull srg) + hell qs.r)xne)) llulleocis,riBe4 | 
x wll sects, ry; pe) + fleas mya- er) | on = 1. (3.99) 
注意 到 


If roqsriprg*) SIES, a) 


< hlsoasnsses [elecge y + lelie, p 
<C(E)v, n<2, H! BY». 
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4n>3 时 , H Sobolev RATE 


[Olasan SIleas a.) 
< lulas mers [lay p28) | 
<C(E)v, 
可 推出 
En(w,T) < En(w, S) + C(E)(v?!*? + vr2+2). (3.100) 


因此 , RER vs = 12(E) > 0 充分 小 , 使 得 C(E)(v™!t2 + ve2t?) < v2/4 即 可 . 

下 面 来 建立 新 的 扰动 定理 . 为 此 , 先 给 出 一 个 预备 性 的 引 理 . 

引 理 3.8 ” 设 非 线 性 增长 条 件 (1.9) 成 立 , (在 Klein-Gordon 方程 总 假设 n < 2), 
则 总 存在 连续 函数 Co(E), C1(n, E) 满足 C1(0, E) = 0 使 得 如 下 结论 成 立 : Bu zB 
NKLG 方程 或 NLS 方程 在 区 间 I 上 满足 


lise ci) < E<%, [ullra (rrer) < 7 < oo (3.101) 
的 解 . Æ n < Co(EF), 则 
ul] ez (72x) + lull racrxRr) < Ci(4, E). (3.102) 
WA KI =(S,7), 仍 用 v 表示 自由 方程 
egr(u) =0, a(S) = a(S) 


的 解 . 则 由 Strichartz 估计 、 非 线性 估计 (3.8)、 插值 公式 (3.3) 和 (3.7) 可 见 


lull seqsey < No lotrs,my; Bos) + NF (wre (s,m Bo,) 
<CE+ Cllull tecs,7);B874) [llulla (15,71 xR”) + lula (srjxme)] 
< CE+C(E) [lls,ny; pes) lulzeadts,Ty; rem") 
+llulliscts,n; pes) llEaats, Ty; ce(R"))] ? 
这 里 
人 1+ mB, b = po(1 — £) > 0, 


c=1+p(1 -a)+piab E, d = pia(1 — 8) > 0. 
2 
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因此 , 由 连续 性 方法 , RER Co( 五 ) 充分 小 , 就 可 以 推出 


lull po ([5,7];87%) < C(E). 


p 


因此 , 由 插值 公式 (3.4), (3.7) 即 可 推出 估计 (3.102). 

下 面 通过 分 离 出 在 S-T 范 数 意义 下 充分 衰减 的 线性 波 (与 局 部 化 能 量 相对 应 )， 
及 剩余 部 分 的 整体 S-T 范 数 来 建立 解 ， 的 整体 时 空 估 计 . 这 一 思想 是 Bourgain 首 
先 提出 的 , 其 数学 理念 就 是 极 小 能 量 归纳 的 方法 , 这 就 需要 首先 从 (1.1) 或 (1.2) 中 
分 离 出 与 局 部 能 量 对 应 的 线性 波 . 下 面 以 Klein-Gordon FAA PIR. 


| Du + u + f(v)=0, (3.103) 
u(0) = uo(z), vt(0) = u(x) 
的 解 u(t) 可 以 分 解 成 u(t) =v +w +g, 
| ~v+v=0, (3.104) 
v(0) = xruo(z), ve(0) = xrLui(7), 


w(0) = u(0) — v(0) = (1 — xz )uo(2), (3.105) 


Dw++wywttf(wv)=0, 
w+(0) = (1 — xz )u1 (7), 


| Og +g + f(g +w +v) — f(w) =0, 
51 3.9 u, w 均 是 非 线 性 Klein-Gordon 方程 或 非 线性 Schrodinger 的 有 
限 能 量 解 (对 Klein-Gordon 方程 , BOK n < 3). Rv 是 线性 问题 


(3.106) 


eqr(v) =0, v(0) = u(0) — w(0) 
的 解 . 假设 
lëll z=, a), (Ulle Ra) SE < oo. (3-107) 
则 对 任意 的 L< 00, 存在 K = K(E, L) > 0 满足 : WR 
上 lwllzsadlo,co)xRn) <L, [lull z22({0,00) xR") < K- (3.108) 
则 


lull 292 ([0,00) xR”) < C(E, L). (3.109) 
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证 明 用 Do(n, E) 表示 关于 7 是 单调 增加 正 值 连续 函数 , 并 且 满足 
Do(0,E)=0, VE>O. (3.110) 
对 于 n € (0,no(E)), 分 解 [0, oo) = Ul; 如 下 : 
0=M<Ti<Ih<:<Ty <Tyi=0, G= (Tj) Nan< L, 


满足 


n 
1 < lwll xR") <: (3.111) 
由 扰动 引 理 3.1 和 插值 公式 
p da -g 下 
Iallzaze < Chal xgn) (IAE pelle) (3.112) 


这 里 仅 需 取 6 e (0,1) 满足 


p p n n n p o n 

Blo + (1-7) (1-5) < z- +E (1-2)(-3) 
这 是 显然 的 . 事实 上 , 对 Klein-Gordon 方程 (n < 2), 对 于 任意 的 6 e (0,1) WH. 
对 于 Schrodinger 方程 而 言 , ok = 1, W B=1- 5 直接 验算 可 见 


2 
-=/£4(1-£)(1-3)| <2. 
p L92 q2 2 p 92 


因此 
b d 1-3 
wll 15300) < Clear, xr (eol, se ll 7 ait) ) 
) 2 2 2 2 2 
< Cn 3(C(E)® Ee) (6 .一 1 一 2) 
=:Do(n, E). (3.113) 
同 理 


B E 1-£ 1—2 
lvl] Laz (1;;L0) < Cllull i sz, xR) (loll? ngelel) < Do(k, E). (3.114) 
FRA u=w+v+g, W 9 WH g0) =0 与 积分 方程 


O= | UE- S) w) ~ f(g +0 + w)(s)) ds (3.115) 
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这 里 
wisinwt, NLKG, 
.U(t) = | jie-itA NIS, (3.116) 
9;(t) 是 自由 方程 eqz(9;) = 0 满足 初始 条 件 
93(T;) = g(Tj) = u(T5) — v(T;) — w(T;), (3.117) 
d; (Ti) = ġ(T;) = ù(T;) — 0(T3) — ù(T;) 


的 解 . 由 L? — L 估计 及 非 线性 估计 (3.8), (3.9) 可 见 , 对 任意 I = [T T), 有 
loll c22 2329) < Iigall ex (130) + Co (lwla rca) + lel (race 
+ [lols ccm) + lulia crxme) lle + Ilze (3-118) 
这 里 Cs 是 依赖 于 n, pı, po 和 估计 (3.9) 中 的 常数 . > 
P; 一 Il 95 || L42 (IT; ,00); Le)» VJ € N, (3.119) 
则 由 
lUe, < CHol w=n(5--) =14+— (3.120) 
B5,2 SN Bar 2? 9 p 
及 Hardy-Young-Sobolev 不 等 式 和 和 髓 入 定理 可 见 


— < ol- 
| J, U(t- s)u(s)ds raan SE J, t= s| vs) Bo „ds La2 (1;) 


< Cu 2 . (3.121) 
LP2+1 (],;Le") 


注意 到 (3.115), 容易 推出 


g1 (t) = g(t) + | T U(t s) (F(w) — F(u)) ds. (3.122) 


Tj 
则 由 非 线性 估计 (3.9) 和 (3.121), 可 见 
Phat < Pj + C2 (lola cz, xr) + lela cy xr) 
+w Ea (LXR?) + lella (L; Rr) ) v + g|| L02 (Ij; LP)’ (3.123) 


令 B =2N+Do(k, E), 我 们 证 明 : 4 r 充分 小 时 , lgl; < B. 根据 引 理 
3.8, 存在 0 < m(E) < min(mo(E), Co(E)) ERS n< m 时 , 有 佑 计 


C2(2Ci(n, E)?? + 2C1(n, E)?*) < 1/2, (3.124) 
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这 里 Ci(n, E) 是 由 引 理 3.8 给 出 的 . 由 于 Dj(n, E) 是 连续 的 正 函数 , 则 存在 0 < 
m(E) < m(E) 使 得 当 n< m 时 , 还 有 


Do(n, E) < m(E)/4. (3.125) 
进而 , 存在 k (B, L) > 0 WE: 当 刀 > T, k Ski 时 , 有 
Do(k, E) < 271m /4 => B =2N*!Do(k, E) < m/4. (3.126) 
今 固定 n := m(E), k= K (E, L), 用 归纳 法 来 证 明 如 下 断言 : 
P; =|9gjllzektmooizo < (2? -1)Do(x, E), VO<j<N. (3.127) 


第 一 步 . 对 于 ; = 0, 由 于 T = 0, 容易 看 出 
eqx(go) = 0, go(To) = g(To) = g(0) = 9, 


从 而 go = 0. 因此 P) = Il 9o || Laz (0,00); L°) = 0 BAR (3.127). 
第 二 步 . 假设 (3.127) 对 于 j R, 即 


P; = |l95llz92((7;,00);L°) < (2? — 1)Do(k, E), 
来 证 明 (3.127) 对 于 ;7 +1 成立. 我 们 断言 : 存在 
gll LTT); Le) < (29+? 一 1)Do(k, E), VT € Ij. (3.128) 


如 果 不 然 , FET €L, WI := |T; T) 使 得 上 式 变 成 等 式 . 于 是 , 再 利用 (3.113) 和 
(3.114) 以 及 (3.125) 和 (3.126), 就 得 


lull Laz (7, Le) < |u|] zaz (I,Le) 十 w|] rs: (I,Le) + gl| La2(1,L°) 


< Do(n, E) + Do(k, E) + (2? — 1)Do(k, E) 
<P) | ME) < min {mo(E), Co(E)} 
利用 引 理 3.8 就 得 
wll sas crxRr) + |lul|zacrxre) < Ci(n, E). 
这 样 一 来 , 由 (3.118) 与 (3.124) 就 容易 推出 
I9llza2¢r;26) S |lgz llea crre) + C2 (Nol, crxrn) + |lw|lEnrxr) 
+ [lel ee creme) + Hulls rxe) lle + gll cee cr3c9) 


1 
< ||95 || L42 (7;Le) + z (Ive te) + lgll saz cr;5e)): (3.129) 
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由 归纳 假设 条 件 及 (3.114) 就 推出 


loll vezcr;re) < 2||gj|| Le2 (IT;L?) 十 Do(k, E) 
<2(2? — 1)Do(«, E) + Do(k, E) 
= (2)*1 — 1)Do(k, E). (3.130) 


得 出 矛盾 . 特别 , 断言 (3.128) 意味 着 
lIgllza2(z,;20) < (224 —1)Do(k, E), 1<5<N. (3.131) 
由 迭代 估计 (3.123) 就 有 
1 
Piri < P; + alle + g|| Laz (1;;L°) 
1 1 jl 
<P; + a Polk; 五 ) 十 5 (2” — 1)Do(k, E) 
< (27 — 1)Do(k, E) + 2 Do(«, E) 
< (21+! — 1)Do(x, E). (3.132) 
结合 关系 式 u=w +v +g, TH 
ull x92 (1,322) < Dolne, E) + Do(r, E) + (27+ —1)Do(n, E) 


E 
< nm) +2N+ Doli, E) 


< mt) <n < (E). (3.133) 
重新 使 用 引 理 3.8 及 连续 性 方法 
wl| 292 ([0,00) xR") <S NC1i(Co(E), E) < C(E, L). (3.134) 


注 记 3.5 引 理 3.9 证 明 过 程 中 , 借助 于 w(t) 的 时 空 分 解 充 分 体现 了 Bourgain 
的 思想 ! 

为 了 建立 散射 性 结果 , 需要 建立 任意 的 有 限 能 量 解 的 整体 时 空 估计 , 即 

引 理 3.10 设 久 是 (1.1) 或 (1.2) 的 有 限 能 量 整体 解 (对 Klein-Gordon 方程 ， 
要 求 n < 2), 满足 En(u) = E < 0, 则 


lullzeRxRn) < C(E). (3.135) 


- 200 - 第 5 章 非 线性 次 临界 Klein-Gordon 方程 与 Schrödinger 方程 的 散射 理论 


证 明 ”采用 Bourgain 的 能 量 归纳 技术 . 首先 对 于 小 能 量 初 值 , 可 以 直接 推出 
解 的 整体 时 空 估计 , 这 就 说 明 存 在 一 个 临界 能 量 值 Ee, 使 得 当 E(0) < Ee, 就 可 以 
得 到 相应 整体 解 的 整体 时 空 估计 . 事实 上 , 利用 Strichartz 估计 及 非 线 性 估计 , 容易 
看 出 


lull om pos) < 2Br ,0) + If (lye ese.) 


S2Ez(u, 0) + (lull? (RXR?) + Kalen (RxR”)) lull pec; Be) 


1 一 
<e + (lulls xs) + lulose ce: pe) lules) 


故 有 


ll jon; pes) < Cle) => ul zeaRxRn) < C(e). (3.136) 


说 明 对 于 小 能 量 初 值 , 可 以 直接 获得 u 的 整体 时 空 估计 与 散射 性 结果 . 对 于 一 般 的 
初 值 , 相应 的 问题 就 归结 为 证 明 如 下 断言 
Bourgain 能 量 归纳 的 表述 ”对 任意 的 E> 0, FE ô= 65(E) > 0 满足 


ot 6(E)>0, VE'>0. (3.137) 
ERE 
En (u) < E — 8 => zeoRxRn) < C(E), (3.138) 
则 可 以 推出 
En(u) < E => |lullLa RxR") < CCE). (3.139) 


本 质 上 , (3.137) 成 立 等 价 于 证 明 5(B) 是 一 个 正 值 的 连续 函数 在 下 面 的 取 法 
中 可 以 清楚 地 看 到 这 一 点 . 
今 取 


§=v?/4, v=v(E)= min (r (E), va(E), VE/2), (3.140) 


1 (E) 是 能 量 的 时 空 局 部 化 命题 3.6 中 出 现 的 , 而 (E) 是 局 部 化 能 量 的 分 离 性 命 
题 3.7 中 出 现 的 量 . 

反 证 法 . 如 杂 E(u) = E< OO, ||| 292 (RxR) = 00, 则 对 任意 充分 大 的 B > 0, 
总 有 


lujlzeRxRn) > 3B. (3.141) 
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我 们 将 会 证 明 B < C(E), 这 就 与 B 的 任意 大 相 了 矛盾. 
事实 上 , 由 积分 关于 积分 区 间 的 连续 依赖 性 , 则 总 存在 To < Ty 满足 


ul 192 ((—c0,To) xR”); ul] La2 (7,71) xR”); lul] La2 (T, oo) xR”) > B. (3.142) 


由 归纳 假设 


En(u) < E — 8 ==> |ulLe RxR") < C1(E). 


W =K(E,Ci(E)) 是 扰动 引 理 3.9 中 出 现 的 参量 . 在 时 空 局 部 化 能 量 的 命题 3.6 
中 选取 M(E) > 0 充分 大 , 以 确保 当 |S 一 T| > MR 时 , 命题 3.7 中 的 估计 


vll Laz cr,o0)xR") < C(E, Wea) < K (3.143) 
X. $ €:=€0(E,v(E)) 是 Bubble 分 离 性 命题 3.7 中 需要 的 参量 . W 
B > N(E,v(E), M(E),e(E)), 


在 区 间 To, Tn] 上 应 用 命题 3.6， 就 得 能 量 局 部 化 估计 (3.59), 不 妨 假 设 (3.59) 在 
t= S 处 成 立 . 利用 命题 3.7, 存在 自由 方程 的 解 v 满足 


| Ew) <2? < E, Ey(u—v,T)<E-6, 


3.144 
lull 292 (7,00) xR") < K, ô= v? /4. ( ) 


将 能 量 归纳 假设 应 用 到 初 值 满足 wT) = u(T) — (T) 的 NLKG 方程 (或 NLS 方 
程 ) 上 , 就 是 
En(w,T) < E —6 => |w||zedrco)xRn) < C(E). (3.145) 
利用 扰动 引 理 3.9, 推出 
ul Laz,o0)xR*) < C2(E). (3.146) 
由 于 (S,T) c (To, Ta), BY T <7), 因此 
B<C2(E). (3.147) 
这 与 B 的 任意 大 相 矛 盾 . 从 而 推出 整体 时 空 估计 
lullzeaRxRn) < 00. 
进而 , 通过 非 线性 估计 及 R 的 分 解 技术 , 亦 可 推出 


lull Lom; pes) < 00. (3.148) 
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5.4 ”整体 时 空 估 计 II 


本 节 考 虑 当 n > 3 时 , NLKG 方程 有 限 能 量 整 体 解 的 整体 时 空 估 计 . 为 描述 工 
作 空 间 的 方便 , 先 引 入 如 下 的 指标 关系 : 


A(n + 1) 4 <p < 4. (4.1) 


4 
n SPS @4+2(n-1) ni n—2 


这 里 需要 p HERR po 的 下 界 的 条 件 仅 是 为 了 技术 的 方便 . 事实 上 , 通过 Holder 
不 等 式 总 可 以 实现 这 种 格局 . 在 此 基础 上 , 需要 引入 如 下 新 的 工作 空间 : 
L®(I; 万 LI(R")) (能 量 空间 )， 
L(I; B527 (R) ”( 比 能 量 空 间 度数 少 o 的 最 大 空间 ) 
1 1 n 2 _ (n+ 2)p1 
2 ，! 


La (Ex RY): = =n(5-—)—s Se = 7-7 = q 
qı 2 q 


2 1_ 1 n 2 (n + 1)p2 
L(I x R”): = = (n= 1)(3 - =) = se Sc = 一 一 一 > l 三 一 人) 
H Ny H p2 r 2 


/ 4 
L?(I, Bos) = LP (I, BY), p=2+—, ok = 


, 4 
LS (I, B25) ==> LS (I, Beko), ¢ = 2+ —, ok = 


nl 2 
LS(I x R?) x (L#(I x Rn))m PRERA O C(I x RY), 5 -142 
(L(I x R”) PY FREA re’ (I x R”), 5 = pii, 
这 里 没有 突出 形 如 
LP(I x R”) x (LE (I x R?) oR O Le (Ix RY), 5 = - +5 
的 估计 , 它 可 以 被 上 面 最 后 一 组 非 线性 估计 与 插值 公式 所 替代 . 对 于 非 线 性 Klein- 


Gordon 方程 , o = 5, 上 面 的 非 线性 估计 的 指标 关系 式 就 是 


1 1 1 1 2 n+2 
Phy la iH, pı 二 一 一 = g=! )pi 
q P Pp qa P p nt 2 
p 1_1 mii 1_ 2 _ (n+ 1)p2 
u C Cop Ce ntl * 2 
l pl 2(n + 2) 

— 一 一 - 二 一 1 
poy ty nia PHD 
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o> 0 的 选取 原则 与 功能 ”选取 o > 0 满足 
C C n _ 2(n+1) 
0<=%+(1-=) (1-3-0); ¢ = 一 一 一 一 . 


n—1 
它 可 以 确保 下 面 插值 关系 : 


[||| LarxRr) < Cllull tcc szolal $, .BL 72- vy" 


利用 上 面 关系 , (4.1) 就 可 以 写成 
< a < (n + 2p: < n+) < (n + Dp? < ot 


(n + 2p: <C< (n + 1)p2 


= p < (pı +1)p' < 5 


因此 , 从 次 临界 增长 条 件 就 导出 关系 式 : 
ArtD + 1) 
-2 


工作 空间 的 选取 机 制 ”基于 线性 Klein-Gordon 方程 解 的 Strichartz 估计 . 
命题 4.1(Strichartz 估计 ) pı, p2,£ E R, 2 < qi, g2,71,T2 和 00 满足 


p<vega<C<p< 一 一 (4.2) 


0 < Ž < min (4(r5,0),1), n > 3, j = 1,2, 
j 
(qj, Tj n, 0) # (2, oo, 3, 0), 7 一 1, 2, 
1 
pı + ô(rı, 8) 一 一 一 £, 
qı 
1 
p2 + ô(r2,0) 一 —=1-—_£. 
d2 
则 有 如 下 Strichartz 估计 : 


IKOY +K OVa aBa p < Cl Pllye = lella: + Illa- 


La l, Be ,) < < CIF zece 


[Cfaa san = | [ Kes (as 


一 般 地 说 , 称 满 足 


2 <(n-146)(5-*), O<0<1 
q r 


是 容许 对 , 当 等 号 成 立时 , 就 称 是 Sharp 型 的 容许 对 . 
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特殊 情形 I. 0 =1 L= 5, bi = pr = 0 q=r, (q,r) 是 Sharp 型 的 容许 对 , 相 
应 的 指标 关系 是 


1 1 1 1 2 1 1 

-一 -一 f= 1 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 三 一) 
pı = p2 =Q, n+a)(5 3 7 一 3 a tg 7 一 3 
1 2(n+1+0) 4 

=(n 1+6)(5 3 => ar n—1+0 16=1 + 


与 此 容许 关系 对 应 的 Strichartz 估计 是 
KO + K (t)b|| La (Ra+1) + IGF || LacRrt) < |[¢ll za + Yll gy- + IF| Le (R+): 


特殊 情形 II. = 1, p = -p = 5, 0 € [0,1], (q,r) 是 Sharp 型 的 容许 对 , H 
q=r. 此 时 ， 


5 +(n+6)(=--)-==1, (n-1+0)(=--), 
故 有 
= &(n+1+8) 
gr aS 


1 ` . ` 4 
于 是 , 结合 5 层次 对 应 的 对 称 形式 的 Strichartz fitr, 就 得 
IKE + K (Wl Lar; Bs?) + (GFI La; pi) < lella + lllz + IFI e R82) 


这 里 
2 十 一 t <q<2+ 一 
自由 部 分 的 Strichartz bese FH Sobolev 嵌入 定理 及 时 空 正 见 性 的 交换 Or ~ 


(I - A) 可 得 


采用 二 一头 = 二 , 可见 
q q 


S 


IK (tp +K Ollar) < lell + llliz, 


下 面 证 明 
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(4.3) 可 以 归结 为 证 明 


[ul Lr (RxR") < 


(4.4) 


Ll 


断 
CE(u). 


事实 上 , 利用 Strichartz 估计 , 容易 看 出 
(4.5) 


ll 20 (er) ALe(R; BZ NLS (RB ) 
< CUO) [lan + Cll Ear (4) lye ;Bor ) +18" (RBI) 


由 (4.2) 及 插值 定理 , 容易 看 出 
ell po crxRe nr rxR") < Clt) a + Cl Lar (u) Iino (xm) 47s! axr): (4.6) 
注意 到 非 线性 估计 
Ifl (TB?A 2) 十 二 (I;BZF,) < C [lull zeg; Brg lulli gxr) 
+ [ull re pos) lela creeey] (4.7) 


(4.8) 


IF) — Fr) re (IxR")+L¢’ (IxR”) < Cllv 一 vli zaxe up, xR) 
十 | 一 名 zeCrxRn) lel rome) 


(4.9) 
(4.10) 
(4.11) 


及 插值 公式 (用 Sobolev KAEM) 


ull Ler xr) < Cllull rec, p7p) lUll Eegrxr) 
lull zxrxRn) < Cllull ea, pey) lUll cu remy 
ull ca emmy < Cllull irr seglu arrn) 


这 里 插值 的 指标 关系 是 
l-o a_l i- b1 一 0<a,B,y<1. (4.12) 
p H Ç p p v p H ql 
利用 连续 性 方法 就 可 推 知 断 言 成 立 . 
另外 , 还 需要 如 下 插值 估计 : 
LS(I;BC%”) Iu ull BZ o 
< 
EER (4.13) 


一 5 
<C {hulletxma lsc Be Di | I (I;Bo 


||| ze(r xR») <Cllul? 


(4.14) 


-=-o). 


这 里 0<6< 1 满足 
0< deo + (1-$)(1 5 
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引 理 4.2 (扰动 引 理 )” 设 n> 3, fu) 满足 非 线性 增长 条 件 (1.9). 设 是非 线 
性 Klein-Gordon 方程 在 区 间 I = [S,T] 上 的 有 限 能 量 解 , 即 |ëllL=g,g:) <E < o0. 


如 果 
lu 由 zxzxRn) = 7 < oo， 

则 存在 0 < ns = n5(E) 满足 当 < ns(E) 时 , 有 

ell yer, Bes) + ll tecr, Bes) + |lul|zacrxre) < C(E). 

WA 设 v 是 自由 方程 
Eqr(v)=0, l=s = U(S) 
的 解 , 则 由 非 线性 估计 (4.5)~(4.7) 和 (4.11) 可 见 
u — vil icc, Bes)nLe(L, Bz) 
< CHF) Ine Bor, )+Le (IBF) 


< Cllull req, Bzenec, Bs) (lel cece) + lulh Cr xr) ) 


< ell tecr, Bes)nLe(r, Bs,) el rex) 
1 一 十 1 
+ lull ects 


a op) lull Ee 
LS(I,BZ$)NLe(I,B7%)" "Le(IxR")’ 
lullzea, Bes ynLedr, Bs) < C(E) + (4.17) 的 右边 . 
因此 , RER ms(E) 充分 小 , 利用 连续 性 方法 就 可 以 推出 
ell zer, BZ nre, Bok) < C(E). 


进而 , 利用 估计 (4.5), (4.11) 就 可 以 推出 


ll tecr, Bs jnre, B) + |lullzarxr») S C(E). 


(4.15) 


(4.16) 


(4.17) 


(4.18) 


(4.19) 


引 理 4.3 (质量 集中 现象 ) 设 n> 3, f(u) 满足 非 线性 增长 条 件 (1.9). Bu 


是 区 间 了 上 的 有 限 能 量 解 , 满足 


llre; < E <œ, ullzadrxRn =n € (0, n5(E)) (ns 由 引 理 4.2 给 出 ). 


则 存在 子 区 间 JCI, R>0, ce R" WE |J| > C(E,n), R< C(E,n) 和 


J ju(t)| dr > C(E,n,s), YteEJ,s èl. 
lr—ci]<R 


(4.20) 


(4.21) 
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证 明 ”此 引 理 的 证 明 类 似 于 引 理 3.2. 由 插值 公式 (4.13), 引 理 3.2 中 的 (3.19) 
可 用 


n = ul LrcrxRr) <Cllull cc co an Bae”) 


<C(E) ull) Fag (4.22) 
来 代替 . 另 一 方面 , 利用 估计 (4.13), 存在 0 < 5 < 1, 使 得 
lusan <C {tsa Mag) lull an 
<C(E)|I| =. (4.23) 
由 此 可 见 
I| > C(E,n). (4.24) 


剩余 的 证 明 完 全 同 引 理 3.2 的 证 明 . 
注 记 4.1 与 引 理 3.2 的 证 明 类 似 , Sobolev 杠 入 定理 及 插值 定理 , 对 任意 
的 0<6<1, 成 立 


_ i-p 
n= lulumcremr) < luli rey [lic selula] < CCE, 


这 里 用 到 如 下 指标 关系 : 
n n n n Ç n Ç 
777 sbg- tees + (1-5) 0-5) ], (4.25) 
它 可 以 由 
1 2 2(n — 2) 一 2 n*—2n+3 4 
ACET > 2 ~ 7 Pas -1T n—2 


确保 . 然而 , 此 约束 条 件 没有 蕴涵 所 有 的 次 临界 指标 范围 
在 非 线 性 假设 (1.8), (1.9) 及 (1.11) 下 , 利用 引 理 2.3 所 建立 的 新 的 Morawetz 
估计 , 容易 推出 ( 见 引 理 3.3 的 证 明 ) 


Kf wae) E < on) p>1+4, (4.26) 
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关键 估计 工时 空 范 数 的 加 权 分 布 估计 
由 引 理 4.2 的 质量 集中 现象 及 引 理 2.3, 可 以 推出 如 下 时 空 模 的 加 权 分 布 估计 : 
引 理 4.4 Wu de (1.2) 的 有 限 能 量 解 , Ey(u) = E<oo, teR RO=TD< 
Ti <+ < Tj < Tj Gy = (Tj-1, Tj), 0< n < n (E)( n (E) 是 引 理 4.2 中 的 ns(E)), 
使 得 
> < lullet; xRn) <7, Vj € Z. (4.27) 


设 S 表示 上 述 指标 7 的 集合 (可 以 有 限 或 亦 可 能 是 无 限 集 ), 则 存在 tj E Ij, Yj € S, 
有 


1 
—— < C(E,n). 4.28 
Lgr < CB (4.28) 


关键 估计 工时 空 局 部 化 能 量 

证 明 完 全 类 似 于 引 理 3.5 的 证 明 . 借助 于 时 空 模 的 加 权 分 布 估计 , 可 以 推出 如 
下 能 量 的 时 空 局 部 化 结果 . 

MA 4.5 Bn > 3, 并 且 fu) 满足 结构 条 件 (1.8), 非 线性 增长 条 件 (1.9) 
及 互 斥 条 件 (1.10). W u  NLKG 方程 的 整体 有 限 能 量 解 , EN(w) = E< œ. 设 
v,e >0 AM < œ, WFE v =(E) < œ Al N = N(E,e, M,v) < oo 满足 如 下 
性 质 : 如 果 


v <u(E), |lullnegxrey >N, ICR, (4.29) 

则 存在 (S,T) CI, cE R", RE (1,00) 使 得 |T- S| > MR, HAE t= 5 Rt=T, 
WL: 

lall po ((8,7];B7% (LS ([8,7];BZ4)) NL ([S,T]xR”) <v? < J en(u,t)dz, (4.30) 


la—c|<R 
u(t) 


(z — ¢) 


<E, (4.31) 
L2 


这 里 enlu, t) 表示 能 量 密度 . - 
证 明 完 全 与 命题 3.6 证 明 类 似 , 省 略 . 
关键 估计 HI 局 部 化 能 量 的 分 离 现象 
下 面 分 离 出 与 局 部 化 能 量 相 对 应 的 在 S-T 范 数 意义 下 充分 衰减 的 线性 波 . 
命题 4.6 Wu 是 问题 (1.1) 的 有 限 能 量 解 En(u) = E < œ. 假设 对 某 个 
y>0,€>0,cER",R>1,T>S>0,8 


(Ell Lo ((8,7);B2%) ALS ([8,7];B24)AL# (([S,T]xR) < Ta < | en Nn Sd (4.32) 
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5 
u(S) 


(z — ¢) 


<E. (4.33) 
L2 


那么 , 总 存在 n = v2(E), so = €0(E,v) 满足 


v < v2(E), e<eo(£,v), 


及 目 由 方程 的 解 v 使 得 
En(u-—v,T)< E- Z 
Er (v, T) < 2v?, (4.34) 


R Qq 
lvllzuqroxr) < OCB, v) (a) | 


这 里 a =a(n,p). | 
证 明 ”证 明 完 全 同 于 命题 3.7, 只 是 用 u 代替 原来 的 go 就 可 以 去 掉 n<2 的 
限制 . 


基本 估计 JIV 预备 性 引 理 


引 理 4.7 Hen > 3, flu) 满足 非 线 性 增长 条 件 (19), 则 总 存在 连续 函数 
Co(E), Ci(n, E) 满足 C1(0, E) = 0, 使 得 下 面 结论 成 立 : A u 是 NKLG 方程 在 区 
间 了 上 的 解 满 足 | 训 zedrrz <E <% 及 


lle(rxRr) < 7 < 00. (4.35) 
如 果 n < Co(E), W 
[ul LacrxRr) + lll svcrxRr) 和 C1(n, E). (4.36) 
WA 设 I= [|S,7],wv 是 自由 方程 
eqL(v) =0, wv(S) = a(S) 
的 解 . 则 由 Strichartz 估计 (4.4)、(4.5)、 非 线性 估计 (4.7)、 揪 值 公式 (4.11) 及 (4.12) 
ay JA, 
lull Lo ((,7];B2%)ALé([S,7];B2%) 
<CE + NF (Ize (s,71;B78,) +26 (Ss,T; BZ) 
SCE + Cllul regge lel cece + lulzocr;, es) Ulloa gxr) 


a b 
<CE+ C(E) [algecr es, wll ner) 


c d 
+ el Eer Bnr EB?) alld crac (4.37) 
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这 里 


5 CEDIS 


a=l+pe—>1, b= p 0, 
H H 


(4.38) 
c=1+p,(1—7) + mys, d = py 9s > 0. 
H H 
因此 , 如 果 取 Co(E) 充分 小 , 由 连续 性 方法 , 就 可 以 保证 
lienspes) nro;Bs) < C(E)- (4.39) 


重新 利用 插值 公式 (4.10), (4.12) 即 可 推出 估计 (4.36). 
基本 估计 V Bubble 的 分 离 性 引 理 


引 理 4.8 Bn > 3, f(u) 满足 非 线 性 增长 条 件 (1.9). Ru, w 是 非 线 性 
Klein-Gordon 方程 整体 解 , 设 v 是 线性 问题 


eqr(v) =0, (0) = 0) — w(0) 
的 解 . 假设 
lēzeno m) <E < oo. (4.40) 


则 对 任意 的 工 < 00, FE r = K(E,L) > 0 满足 : WR 


wl Le ¢Jo,00)xR") < LZ, ozakloco)xRn) 和 6 (4.41) 
则 
[wl sro,o0) xR») < C(E,L). (4.42) 
证 明 XIF nE (0, n0(E)), 分 解 [0,oo) 有 
0< <h <- <Ty <Tyy1=0, Nen<L, 
使 得 


lwll xry Sm I; = (Tj, Tj+1). (4.43) 
由 引 理 4.2 和 插值 公式 (4.9), (4.10) 得 


v . n . n <D ,bE 》 
| ol] bec; xR NL xr) < Do(n, E) (4.44) 


vr cr xr jnre xr») < Dolk, E). 
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重新 利用 Strichartz 估计 (4.5), (4.6) 及 非 线 性 估计 (4.8), 容易 看 出 (类 似 于 引 理 
3.9 的 证 明 框 架 , 故 这 里 仅 给 出 主要 区 别 ) 


loll zcrxRn)ynze(TxRn) 
< lgj l| Le (rx R")ALS(IxR) + C2 (lwll ixr) + Ul ere) 
十 |wllzerxRn) + lul axen) lu + g|| L(I xR)NLE(I xR”); (4.45) 
xE I= (T;,T)). 因此 , 令 P; = Ilg; || LT; 00) xR" ALS ([T; ,00) xR”) > 则 有 
Pha < Pj + Co (Well cr xr) + Null, xr + Helle ca, xe 
+ [lull er xr) lle + g| Le xR NL (xR) T= (Tj, Tj41). (4-46) 
类 似 于 引 理 3.9 的 证 明 , 采用 归纳 法 可 以 推出 
lull mr xrar xR") < Co(E), Vi=0,1,2,...,N. (4.47) 
重复 使 用 引 理 4.6 及 连续 性 方法 
ull srto,o0)xR") 和 NCi(Co(E), E) < C(E, L). (4.48) 


最 后 , 利用 能 量 归 纳 法 就 可 以 推出 引 理 的 结果 ( 同 于 引 理 3.10). 
引 理 4.9 BWn>3,u 是 NLKG 方程 的 整体 解 , 满足 En(u) = E < co, W 


lull Le, Bes)nLe GR, B) < C(E). (4.49) 


证 明 类 似 于 引 理 3.10 的 证 明 , 省 略 . 


5.5 散射 性 理论 


本 节 利 用 5.3 节 和 5.4 节 所 建立 的 有 限 能 量 解 的 整体 时 空 估计 来 证 明 散 射 性 
理论 , 这 是 一 个 标准 的 过 程 . 

第 一 步 . 证 明 波 算 子 v(0) — u(0) 在 A(R") 中 是 良 定 的 . 波 算 子 的 存在 性 并 
不 需要 前 面 建立 的 能 量 解 的 整体 时 空 估 计 . 

众所周知 , 波 算 子 的 存在 性 等 价 于 求解 终 值 问 题 , 它 仅 需要 自由 方程 的 整体 估 
计 及 非 线性 估计 . 考虑 


He) =o) + | Ke- Sf (uls)ds, v0) = gla) BHO) = (ola) wo) (5 
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这 里 

KO | rs (6.2) 
& u(t) = v(t), aT PIRI: 

it; (t) = v(t) + [ K(t — s)f(uj—1(s))ds. (5.3) 


对 于 NLS 方程 及 低 维 的 NLKG 方程 (n < 2), 由 


[ K(t — s)f(u)ds 


ft 
_n(i_l 
ol fies Islan as 
La2 (1,B9 4) oo L9a2 


<Cllf(u)|| -a2 I=|T,oo), (5.4) 


q > 
L?2+1 (Bo >) 


非 线性 估计 (3.9) KRA RR 
By minfpr] (R”) > F,r (R”) > Bs max{p,r}(R”), s20 
容易 推出 


| 一 Wjl| Laz 1, L°) < uj 一 Uj—1||L92(1,L°) (lees (ree) + 45-1 llia crxr) 
Husla emmy + ui rxRs) ), Z= (T,00). (5.5) 
由 引 理 3.8, 只 要 llvllecrco)sneceny 充分 小 T 充分 大 就 可 以 保证 ), 利用 
标准 的 方法 可 见 {wj;} 是 L? (|T, 00); L?(R")) 中 的 Cauchy 列 , 并 且 在 Ze (IT co) x 
R”) N L°([T, 00); Bos) LAR. 因此 , 存在 函数 u(t) 满足 方程 (5.1) 及 佑 计 
|| || 1.92 ([7,00) xR”) + lull po ((7,00);B24) < 0. (5.6) 
WA uT) AIHE, 求解 方程 (1.1) R (1.2), 利用 局 部 可 解 性 、 能 量 守 恒 及 解 的 
唯一 性 就 可 以 将 终 值 问题 (5.1) 扩张 为 整体 能 量 解 u, 满足 
u(t) € C(R; H!(R”)) N L (R x R”) N LY([0, 00) x R”) 
NLR; Be) N LP([0, 00); BP). (5.7) 
这 本 质 上 就 建立 了 波 算 子 v(0) 一 u(0). 注意 到 非 线 性 估计 (3.8) 及 Strichartz 4 
计 (3.10), 就 可 以 推出 
lë — Bl] ræ ((7,00);H1(R")) S Cllull po((7,00);B74) (lel Fe (2400) xR) 


+ [lull Zs (0) xR) ) 一 一 一 0, T 一 œ. (5.8) 
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由 此 推出 波 映 射 Q+ 在 H LÆRER. 同 理 可 证 Q_ 是 良 定 的 . 

第 二 步 . 下 面 证 明 波 算 子 是 满 射 (自然 就 说 明 波 算 子 是 双 射 ), 即 对 于 任意 一 个 
有 限 能 量 解 u(NLKG 方程 或 NLS 方程 ), 当时 间 趋 于 oo 时 , 均 趋 向 于 一 个 自由 方 
程 的 解 . 它 本 质 上 是 有 限 能 量 解 的 整体 时 空 估计 的 直接 结果 . 事实 上 , 对 于 NLS 77 
R n < 2 情形 的 NLKG 方程 , 由 Strichartz 估计 (3.10)、 非 线性 估计 (3.8) 及 有 
限 能 量 解 的 整体 时 空 估计 , 容易 推出 对 于 vt >T, 有 


| [Kstas 


vps < Cllull zeT,o0);B7%) (lulle (17400) xR) 
十 ur xr] — 0 T— 00. (5.9) 
因此 , 定义 A 上 的 函数 (在 上 式 取 t= 0) WF: 
d= J ” K(—s)f(u(s))ds. (5.10) 
令 v(t) 是 自由 方程 
eq(v) =0, a(0) = a0) - a(0) (5.11) 
的 解 , 利用 解 的 唯一 性 推出 
u(t) = v(t) + [ K(t — s)f(u(s))ds. 
进而 , 直接 验证 
| 的 — FOr, e) < Cll rer o); (leler xr) 


Hlela qr,oxr) ) 一 0, T — OQ. 


所 以 波 算 子 是 满 射 . 
第 三 步 . 对 于 高 维 的 NLKG 方程 (n > 3), 仅 需 进行 如 下 替代 : 
L(I; L°(R")) — L’(I x R")NLS(I xR”), 
L®(I xR”) — L*(I xR”), 
L(I xR") — L”’(I xR), 
L°(I; Bos) — LPI; Bos) m LS(I; Bes). 
就 可 以 完成 第 一 步 及 第 二 步 的 证 明 . 


利用 有 限 能 量 整 体 解 满足 整体 时 空 估计 , 容易 证 明 波 算 子 及 其 逆 是 弱 连 续 的 . 
而 波 算 子 的 强 连续 性 则 可 以 从 弱 连 续 o 能 量 守 恒 得 到 . 因此 , 定理 1.1 成 立 . 


第 6 章 ” 非 线性 临界 Klein-Gordon 方程 
解 的 散射 理论 
61 引 F 


本 章 研 究 具 临界 增长 的 非 线性 Klein-Gordon 方程 


Du + mu |ul?"u=0, p=2*= —> (1.1) 


在 能 量 空间 中 的 散射 理论 (n > 3). 第 5 章 给 出 了 m > Op e |2+ 4,24 =)" 


形 下 的 散射 性 理论 的 严格 证 明 . 当 m = 0,p = 2* WW, Bahouri-Gérard-Shatah 建 
立 了 临界 波 方 程 在 能 量 空 间 中 的 散射 性 , 其 中 Scaling 变换 下 对 应 的 Dilation 恒 等 
式 起 着 关键 的 作用 , 详 见 第 4 章 . 然而 , 对 于 非 线 性 Klein-Gordon 方程 而 言 , 没有 
Dilation 恒等式 . 因此 , Nakanishi 采用 Bourgain 的 方法 , 建立 具 临 界 增长 的 非 线 性 
Klein-Gordon 方程 在 能 量 空间 中 的 散射 性 理论 (参见 文献 [IN1]). 本 章 的 宗 则 就 是 
详细 阐述 具 临 界 增长 的 非 线 性 Klein-Gordon 方程 在 能 量 空间 的 散射 理论 , 并 给 出 
严格 的 数学 证 明 . 特别 , 这 里 提供 的 方法 对 于 临界 波动 方程 也 是 有 效 的 . 
对 于 径 回 对称 的 情形 , Ginibre-Soffer-Velo [GSV] 证 明了 有 限 能 量 弱 解 


(u(t), ue(t)) € (Cu NL™)(R; Ht @ L?(R")), m>0 (1.2) 
满足 经 典 的 Morawetz 估计 
人 站 m - drdt < C(E) <0, p=2" (1.3) 
及 径 向 函数 的 Sobolev 不 等 式 


zl? wl S lull g) 


fuf °dzdt < T ulz z dxdt 


ul? 
celts, “i rondt 


由 此 可 见 


6.1 5| 言 .215 . 
<C(E) < œ, (1.4) 
其 中 
2 2n 2 2n+1 
=r =P} Lo n2 n2 n? 
满足 


6 ro) Yro) _ 1 i 


nl 2 ro 


1 2 
0 (ro) m y(ro) 


说 明 (qo, ro) 是 满足 Scaling 条 件 的 容许 对 . 对 (1.4) 与 径 向 能 量 弱 解 所 满足 的 能 量 
不 等 式 进行 插值 , 就 可 推出 
|u| Lar; Be ,CR")) < 00, (1.5) 
其 中 
p+r) ~~ = 1, q, 7 之 2,n 之 3, 
~ <C), (q,r, n) # (2, 00, 3). 
利用 强 弱 唯一 性 , 就 推出 了 具 临 界 增长 的 非 线 性 Klein-Gordon 方程 在 径 癌 初 值 情 


形 下 的 散射 性 结果 . 这 一 事实 亦 意味 着 从 整体 径 向 能 量 弱 解 出 发 , 通过 研究 它 的 正 
则 性 , 就 可 以 建立 能 量 解 的 整体 适 定性 及 散射 性 理论 . 


研究 方法 一 Bourgain 能 量 归纳 技术 
众所周知 , 临界 Klein-Gordon 方程 (1.1) 存在 整体 能 量 解 


| (u, uz) € C(R; H? ® L?), m > 0, 


K 1.6 
(u ut) €C(R; HIN L? 8 L?), m=0. (1-6) 


因此 , 问题 就 归结 为 证 明 有 限 能 量 解 满足 整体 时 空 估计 . 
对 于 小 能 量 问 题 , 利用 Strichartz 估计 与 非 线性 估计 , 可 以 直接 建立 整体 时 空 
估计 . 利用 扰动 定理 , 一 定 存在 一 个 临界 值 Ec, 当 


E(p, Y) < E. 


时 , 它 对 应 的 整体 有 限 能 量 解 v 满足 整体 时 空 估 计 . 因此 , 问题 就 归结 为 证 明 对 
满足 
E(y, 4%) = Ec 


的 初 值 (y, V), 建立 有 限 能 量 解 的 整体 时 空 估计 . 
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根据 前 面 的 讨论 , 本 质 上 仅 需 对 满足 


1 
0<-=d6(r)-1, gr2z2,n23, 
1 (1.7) 


No 


q < y(r), (q, T, n) F (2, OO, 3) 


的 一 个 容许 对 (qo, To), 证 明 
wll LeocR;Lro(R")) < oo (1.8) 


即 可 . 如 果 不 然 , 能 量 一 定 在 某 一 个 (zo0,to) € R” x R 处 聚积 . 可 以 构造 与 聚积 能 量 
对 应 的 线性 波 , 虽然 它 在 极 大 模 意义 下 很 快 就 会 衰减 , 但 仍然 保持 能 量 聚 积 . 这 样 
一 来 , 可 以 将 它 分 离 以 达到 减少 总 能 量 的 目的 . 这 就 是 Bourgain 的 能 量 归 纳 技术 
的 基础 , 藉 此 可 以 建立 整体 时 空 估计 . 


Klein-Gordon 方程 的 特点 与 分 析 


众所周知 , Scaling 不 变性 在 非 线性 波动 方程 或 非 线性 Schrödinger 方程 研究 中 
起 着 重要 作用 , 而 非 线 性 Klein-Gordon 方程 不 具备 这 样 的 Scaling PE. Auk, 
必须 对 可 能 具有 奇 性 的 时 间 上 , 把 空间 分 解 成 锥 的 内 部 (小 尺度 ) 与 锥 的 外 部 (KR 
BE) 分 别 用 Morawetz 型 估计 与 有 限 传播 速度 的 性 质 来 建立 时 空 可 积 性 . 当然 , 对 
于 径 癌 对 称 的 情形 , 非 线性 波 方程 与 非 线性 Klein-Gordon 方程 并 无 差别 , 但 对 于 一 
般 初 值 , 就 有 很 大 不 同 . 事实 上 , 对 于 非 线性 波动 方程 , 利用 Dilation 恒等式 可 以 导 
出 位 能 在 t 充分 大 时 的 衰减 , 即 


lim jl jul? dz = 0. (1.9) 
t— +0 Rn 


而 对 于 非 线性 Klein-Gordon 方程 的 有 限 能 量 解 , 无 法 导出 任何 衰减 

为 了 克服 上 述 困 难 ， 就 需要 充分 利用 解 的 有 限 传 播 速度 与 Morawetz 型 估计 
这 些 性 质 明 显 地 强 于 非 线 性 Schrödinger 方程 , 因为 它 仅 有 对 质量 的 几乎 有 限 传 播 
速度 . 另 一 方面 , 线性 波动 方程 的 解 比 线性 Klein-Gordon 方程 在 低频 部 分 的 衰减 要 
弱 . 因此 , 可 以 充分 利用 线性 Klein-Gordon 方程 在 低频 部 分 的 衰减 性 和 Bourgain 
能 量 归 纳 技术 来 建立 非 线 性 Klein-Gordon 方程 有 限 能 量 解 的 整体 时 空 估计 . 

在 结束 本 节 之 前 , 引入 一 些 常用 的 记号 和 函数 空间 .. 首先 引入 与 自然 容许 对 
(00, 2) 对 应 的 、 由 Strichartz 估计 与 非 线 性 增长 所 决定 的 自然 时 空空 间 


G(I) = LHI; L°@"-Y(R")), 2*—1>2, n<6, (1.10) 


这 里 , (2* — 1,2(2* — 1)) 满足 


2 1 1 1 1 1 
<0 LT ns 
yaoi SUS - sep) "a aarp) r nse 
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除 此 之 外 , 设置 工作 空间 及 相应 的 指标 关系 如 下 : 


= (n? +2) = 2n mre ot 
Po = (n+ 1)(n — 2)’ Pe = 1 Trese, 


1 
Xo = L® (I; Bre 2) (qo; To, Jo) 一 (po, 2*, —), 
Po 


o 水 1 
X6 = L% (T; Brea) (q6, T6, g6) = (pe,2 =) 


1 . 00 一 
Xj = L% (I; Bre 2); (qi, 71, 01) 一 (ao, (= =) ,0), 
X3 = L®(I; Br?) & Xo + (2" — 2)Xi, 
1 1 2*-2 1 1 2*-2 


— = — 一 一 一， 一 三 一 十 , 05 = Oo + 2* 一 2)ol 
G> qo qi Tr TO rı 2 ( Jor, 


t 


2*—2 
X3 = = L® (I; By. Sa) (93,73, 03) 一 ( Po 2 ， ), n > 6, 


2* — 2’ Po - 
qa 1 03 一 
X4 L” (I; Bri 2)， (q4,74, 04) 一 (as, (— 一 =>) ,0)， n 26, 
T3 n 


X; = L%(I; BY) © X3 + (2* — 2)X1 S X4 + (2* — 2) Xo, 


1 1 2* —2 1 2*—2 1 1 2* 一 2 1 2- 
gs 493 qı q4 Qo ri r3 Tı T4 To 
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(1.11) 


(1.12) 
(1.13) 


(1.14) 


(1.15) 


(1.16) 


(1.17) 


(1.18) 


这 里 Xo, Xi, Xs 适用 于 n <5, 而 Xs, Xa, Xi 适用 于 n> 6 的 情形 . 另外 , 与 Xs 


对 应 的 时 空 容 许 空间 记 为 
Xr = L” (I; B27 9), (47,77, 07) = (g2, 72, —03). 


与 上 面 定义 的 工作 空间 所 联系 的 指标 关系 如 下 : 记 
pl 22 ued) 
Hj = 05 + (ry) g IG 5? 


据 上 面 空 间 的 设置 , 它们 应 满足 的 容许 关系 与 指标 关系 是 


了 = 0, 1 ,7. 


Ho = pı = H3 = p4 = He = 1, p= p5 =-—], uj =0 + ô(r;)- > 


j 


(1.19) 


(1.20) 


=0 (表示 与 Strichartz 空 间 Xo， Xi, X3, X4, Xe 匹配 的 空间 所 派生 的 自然 条 件 )， 


Yo<ve<0, vy <0 (Strichartz 容许 条 件 )， 


2 一 
/ m+) n ly n+l. 
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注 记 1.1 (1) po 选取 的 理由 . 欲 使 用 Strichartz 估计 , WS X, 匹配 的 空间 
X7 = X2 所 对 应 的 指标 


(97, 17,07) 全 (qo, 7r2， 一 02) = (go, 72; —d0), 


MIRE 2 1 1 
-oo + ôlr2) — — = 0, ~— <(n-1)(5- =). (1.21) 
直接 计算 
1 1 1 1 ee 1 2-1 
d2 92 Po Po po ` 
1 1 1 1 /1 ly. 2-2 _, 1 1 1 
3 
因此 
Cwta) -= bp nad 2H? 414 22} 
q2 Po 2* Po Po 
no —*) 2=0 
另外 
2 2 2(2* —2) 2* -2 1 
g SD S-a SW) 
2(2* — 1) ， 1 1 1 
2(2* — 1) 2*-2 2-2 1 
< 
1 4 
-Di rm) 
n+1_ 1 /2(n+2)n—4(n - 1) 
a <5( oa) 
2 
<= (n + 1)po < a 
2(n? + 2) 
POS mont 
(2) Xs 对 于 任意 维 数 均 有 效 . 
为 简单 起 见 , 令 m = 1, M NLKG 方程 及 相应 的 自由 方程 就 是 
Du +u + f(u)=0, (NLKG) (1.22) 


Du+u=0. (LKG) (1.23) 
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w u 是 线性 问题 


Qu +u = g(z,t), 
at | (1.24) 
u(0) = 9P, ù(0) =% 
的 解 , 则 由 Strichartz 估计 , 就 有 
| Well x scr) + Weller) + elzecrao + lùllræg;z3 S lela: + lell + llalla, 


lula + [tell xeczy + [lull ceocrzety + |ltll zo ¢7;22) S llela + Welz + lgl. 


(1.25) 
这 里 
j=0,1,6, nso, 
j = 3,4, n > 6. 
为 了 应 用 方便 , 引入 如 下 能 量 密度 函数 及 相关 的 量 如 下 : 
jul 
Fue f yjar>0 
G(u) = uf (u) — 2F (u) = sa =), 
eo(u) = 5 [lil? + [Vul? + hel], 4.26) 


Eo(u, t) = J. eo(u)dz, 
e(u) = eo(u) + F(u), 
E(u, t) = 人 e(u)dz. 
非 线性 项 f(u) 的 一 般 结构 性 假设 条 件 : 
f (0) = 0, G(u) > 0, 
|f) — f(v)| < C(\ul + lol)” "Ju - vl, (1.27) 
F(u) — f'o) < Clu- o, Hn ze. 
这 样 , 利用 Sobolev HRA HE Holder 不 等 式 , 容易 推出 


Illa < Chullx lulh < Cllull 73, (1.28) 
记 
K(t)=w sinwt, w=V1-A. (1.29) 


则 NLKG 方程 Cauchy 问题 可 以 写成 等 价 的 积分 方程 : 
u(t) = K(t)u(0) + K(t)u(0) — | K(t—s)f(u(s))ds. (1.30) 
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6.2 时空 范 数 寻 致 的 能 量 聚 积 现象 


本 节 将 证 明 时 空 范 数 关 于 时 间 的 聚积 可 以 导致 能 量 在 时 空中 聚积 . 基本 工具 是 
Besov 空间 的 Littlewood-Paley 刻画 . 需要 指出 的 是 这 里 的 讨论 对 于 非 线性 波动 方 
程 也 是 有 效 的 . 

引 理 2.1 KW f(u) 满足 基本 结构 性 假设 (1.27), I CR 是 一 个 区 间 , u(t) 是 
NLKG 方程 (1.22) 在 了 上 的 有 限 能 量 解 ,满足 


E(u(t)) <<E<oo, Vtel, 


及 
0 < 7/2 < llull xa) 和 2n < oo. (2.1) 


则 存在 正 值 函数 mo : [0, co) 一 ? (0,00) , 使 得 当 
n-< m (五 ) 


时 , 存在 子 区 间 JCI, ce R"* 及 R>0 满 足 Rg C1|J|, 成 立 估计 : 


{ (vedP + lO) > , vres (2.2) 
lr—c|<R 
f ju(t)|? dr >n, Vte J. (2.3) 
la—c|<R 
进而 , 如 果 
Ile * wl| xo < 7 ， 此 之 2， (2.4) 


则 R< C22-*. 这 里 {yr} 是 从 属于 非 齐 次 Littlewood-Paley 分 解 中 的 低频 函数 对 
应 的 伸缩 , Cj; = Cj(E,n) > 0, a = a(n) > 0 均 是 常数 . 
证 明 ARR 上 的 正 值 函数 mo(E) 为 


no(E) = (y+ E), (2.5) 


这 里 y(n) 是 待定 的 大 常数 . $ I =(T,T’), v(t) 是 


Lv +v = 0, 
ier =UT), 27 = U(T) 


的 解 . 由 Strichartz 估计 、Sobolev RA SHES Holder 不 等 式 , 容易 看 出 


lullxecry S Well xen +I lx SCE) S C(E) +07 * < C(E). (2.6) 
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男 一 方面 , 由 插值 定理 与 Holder KEK, 可 见 


@(1—A 
5 <llullxow < Cluain lull ag, < C(B)lullzpa lul as (2-7) 


这 里 0<0, A<1 HE 


121 o=1-a+A(1-7) ep 9=1-8 =1- at, 
qo q6 2 qo po n 

因此 , 记 6 = (9A)-! < co, 由 Besov 空间 的 定义 , 存在 (to,c) € I x R” 满足 : 存在 
NEN 使 得 


20-2 lon * u(to,c)| > > aa (2.8) 
BY 
[Vo * u(to,c)| > on (2.9) 
这 里 x(x) € C>(R") WA 0 < x(x) <1, Ilx(z)ll1 =1 & 
| pils) = (FIx)(z), x6) = x(28), 
pj (x) 三 号 (Z) — Yj- (£), J EZ. 


如 果 (2.9) 成 立 , BRA 
lyr * u(t o| > L N=1 (2.10) 
1 0; 二 C(E) ) = 1. 。 
WR lyr * zx < 1/4, 类 似 于 (2.7) 的 推导 , 可 见 
n/4 < lu — Ve #ullxocy < C(E)lu — Wer wll org. (2.11) 


因此 , 就 可 假设 (2.8) 在 N > k 时 成 立 . 如 何 确定 Yr * ull xn < 7/4 成 立 的 条 件 ? 
由 Sobolev RATH, WV ij 21,8 


-i 
Ij * utia, < Clldy * uH) ag < C27° lh; * ulja, 


故 有 
lys * wx < CCE) (2”|Z]) ® = C(E)(2"|Z|) *° 
进而 
ly ullan < 7 (= PU < C(E,n)). (2.12) 


因此 , 就 可 以 假设 
2N |I| < C(E,n). (2.13) 
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另 一 方面 , 从 (2.1) 也 可 以 看 出 能 量 聚 积 不 可 能 在 高 频 部 分 发 生 . 
下 面 来 寻求 子 区 间 J, 使 得 在 此 区 间 上 (2.8) 或 (2.9) 仍然 成 立 . 仅 考虑 情形 
(2.8), 对 (2.9) 的 情形 同 理 可 以 考虑 . 利用 积分 方程 , 可 见 


lon * u(t) — pn * u(to)|| z: 
<||(K(t — to) — Dyn * u(to)|| a: + |K (t — to)yn * H(t) || 


+ | | | K(t —to)pn * f(u(s))ds 


1 
<C2" |t — tol E? + Clion * f(u)|| xe(to,t) 


H1 


1 
<C2N|t — to|E? + Clt — tol% lpn * Fl o, 
L°(Br? ,) 


Q* 


—1 
<C2N|t — tol E? +Clt— tol Po lew * f(W ga 
B 


2B 2 
2*-1 N 
<C2N |t — to|E? + Clt —to| 70 2% f(u) 3 
B 2p, ,2 


lulla” 
,2 


2* 


— N 
<C2 |t — tol E? + Clt — to| 70 2% | 


lull 4 
2n. 
n—i 
2* —1 


1 + 
<C2 |t 一 to| E? + Clt 一 to| Po 292 C(E), 


上 式 用 到 of = po-! 及 Sobolev RAH, 相应 的 嵌入 指标 满足 
1 02 n+2 1 n+3 1 1 1 十 3 1 


一 一 一 > —. 
rh n 2n æn 2n 2n gn 2n rs 


整理 就 得 , 
jon + u(t) — px uto) < CCB) {2e tol (e-t). (214) 
由 Sobolev RAGE H! — BhA 说 明 , 当 
lt — tol < 2-NC(E,n) 
时 , 仍 有 (2.8) 式 成 立 . 具体 的 说 ， 
J £ [to —2-NC(E,n), to + 2-NC(E,n)| => |J| > 2-™C(E, 0). (2.15) 


下 面 仅 需 找 R < C(E,n)2-% 满足 估计 (2.2) 及 (2.3). M polz) = 2"y(2zx) 一 
v(x), 则 . 
(a) =F (TROE) ESR), EL12 (216) 
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THA 


po = ap 由 四 = pP (2) £ 27%") (2a), (2.17) 
k=1 


对 一 般 f(z), 有 
2^ lon * f(c)| =| Yeg * Okf (o)| = yf INN PE) (N 2)O.f(c — x) dx 
k=1 k=1 YR” 


<y、 J |e) VEe- 2Ny)lay 


k=1 


S > (hen han ) p” 0) Vfl- 2 lay 


< >> 2% (lo all V fllr2qe-c1<2- Ro) 
+ ly || :2(12)> Ro) Il Vf ll2)- (2.18) 
由 于 po © S(R”), 故 存在 Ro > C(E,n) 充分 大 , 就 可 保证 
[przdzsRo) < 1. 
将 上 面 结果 应 用 到 (2.8) A, W f(x) = ulz, t), te J, 


|| Vu(t)llz2qa—cl<2-" Ro) > 270P lpn * ult, c)| > Ro >C(E,n). (2.19) 


dm 
另 一 方面 , 改变 使 用 Holder 不 等 式 的 方式 , 就 得 
2 lpn * fF(O| < loll, 2p Flee (j2—ci<a-™ Ro) + lleol #5 qaro llle: 


(2.20) 
将 上 面 结果 应 用 到 f(x) = ulz, t), te J, 可 见 


B 
u(t, -)Ilz2* Ga—cl<2—" Ro) > GiB VteJ, Ro>C(E,n). (2.21) 
对 于 (2.9) 的 情形 , 类 似 地 , 存在 J 满足 |J| > C(E,n) 及 


p 
u(t) || 2(]2—c]< Ro): [|e(t) || 2* (|z 一 c|<Ro) 之 GE Vte J, Ro 2 C(E, n). 
(2.22) 
现 取 aln) 与 y(n) 充分 大 , 使 得 


p 
_T > n”. (2.23) 


这 就 可 保证 估计 (2.2) 和 (2.3) 成 立 . 同时 , 引 理 中 的 其 他 结论 也 已 蕴含 在 证 明 的 过 
程 中 . 
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6.3 ”局 部 时 空 估计 


本 节 利 用 有 限 区 间 上 能 量 的 有 界 性 来 证 明 此 有 限 区 间 上 的 时 空 范 数 估计 , 这 
个 估计 仅仅 依赖 于 能 量 及 区 闻 的 长 度 ， 而 不 依赖 区 间 的 位 置 . 关键 的 技术 是 局 部 
Morawetz 估计 , 它 有 效 地 避免 了 时 间 方 向 上 的 能 量 聚 积 . 这 一 结果 对 于 波动 方程 亦 
是 有 效 的 . 首先 建立 一 个 技术 引 理 . 

引 理 3.1 设 m,NeN,5ScR"m 并 且 满 足 


tS > {4[ vm +1] }" . (3.1) 
则 存在 N 个 互 不 相同 的 点 zi1, 7x2,… ,ZN E S 满足 
jay -anl < le; 2 — ZNl, j= 3,4, N (3.2) 


证 明 ”基本 的 思路 是 通过 选取 一 个 类 似 于 二 进 制 的 序列 收敛 于 某 个 固定 点 . 
令 工 = [v 而 十 1], 不 失 一 般 性 , 不 妨 假设 引 理 条 件 为 


1S = (4L)™N-1)_ 


因此 , 存在 一 个 立方 体 Ci 使 得 S c Ci. 现在 按 下 面 步 又 设计 选取 有 限 个 {C0;} 与 
{cj} 的 方法 : + ; = 1, 然后 重复 下 面 线路 直到 某 个 J WE pC NS) =1. 

第 一 步 . 将 Cj 等 分 为 UDr 个 不 同 的 子 立方 体 , 用 C 表示 含 S 最 多 的 子 立 
Hik. C 表示 由 上 面 3" 个 方 体 组 成 的 立方 体 , 其 中 包括 C 及 与 C 相 邻 的 所 有 子 
立方 体 . 

第 二 步 . 如 果 (Cj;\C) ns =s, 则 可 用 CRE CG, 重复 第 一 步 . 否则 , 可 选取 
一 点 zj E€ (C;\C)NS, 并 且 Cj 全 C. 

第 三 步 . 重复 上 面 第 一 步 @ 第 二 步 . 

显然 , 上 面 程序 只 能 有 限 次 , WA J. 进而 可 以 获得 形 如 


Cy CCJC CQ, 
(encas 7= 1,2,.… ,J, (3.3) 
CNS = {z3} 
的 集合 {Cj} 与 {z} 记 1; 是 立方 体 0; 的 边 长 , N; =C 9S). 根据 上 面 的 构造 
过 程 , 容易 看 出 x. N 
r > UDr lj+1 < IT (3.4) 


liga < lay — 2; < Vm lj. 
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故 有 
1= Ny > (4L)TU-Ð N; = (4L) ™O Des = (4L), (3.5) 


因此 J > N, 并 且 有 


Ls LJ — Tij—i1 
jc BIz aml 


zy 一 Zi S Vm lr < ym; < 7 S 了 
并 且 所 选取 的 {25} 满足 引 理 3.1 的 要 求 . 
命题 3.2 B flu) 满足 非 线 性 结构 性 假设 (1.27). u 是 NLKG 方程 (1.22) 


满足 


E(u)=E<o,  |lullxco,11) < oo (3.6) 
的 有 限 能 量 解 . 则 存在 常数 B = B(E) < 00, 使 得 
ullxodo) < B(E). (3.7) 


证 明 ”前 面 章节 业已 证 明 非 线性 Klein-Gordon 方程 (1.22) 存在 整体 有 限 能 

量 解 及 局 部 有 限 的 Strichartz 时 空 范 数 . 这 个 引 理 说 明 对 于 整体 有 限 能 量 解 ， 局 部 

有 限 的 Strichartz 时 空 范 数 仅 依赖 于 能 量 与 时 间 区 间 的 长 度 . 事实 上 , BHO 
间 区 间 就 有 

lull xo(tt+To}) < B(E,To) <œ, tER, To € R*. (3.8) 


问题 的 归结 : 记 7 > 0 是 一 个 任意 的 常数 , N CN 满足 
ull xado > Nn. (3.9) 


仅 需 证 明 : MR n= nE) 充分 小 , WN = N (E, n) 是 有 界 的 . 
事实 上 , H I = [0, 1] 使 得 
0 = To< Ti <---<Ty = 1, I; = [T;, Tj+1}, (3.10) 
lull xoc) = n. 


由 能 量 聚 积 引 理 2.1, 存在 J; C L, cj CR", Rj > 0 满足 能 量 聚 积 的 结论. 下面 对 
每 一 个 j, 选取 t € 万. 通过 引 理 3.1 来 构造 时 空 点 列 中 收敛 于 某 个 固定 点 子 列 . 
Rm=n+1.MR MEN 是 满足 


{avn FIT <n (3.11) 
的 数 . 利用 引 理 3.1, 可 以 选取 4M 个 不 同 的 点 


Yi, Y2,- ° °, Y4M E {(t1,¢1);- a) (tw, cn)}, 
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使 得 
1 1 
ly; — ym| < 79-2 —ym|< Tg YI- — yml- 
通过 修改 下 标记 号 , 可 以 获得 M 个 互 不 相同 的 时 空 点 
yj = (tj cj) € {(, c1),--- ,(tw,ew)}, j=1,2,..….,M, (3.12) 
满足 | 
ly; — ym| S Jg ¥i-2 — yml. (3.13) 
& S={1,2,---,M}, 将 其 进行 如 下 的 分 类 : 
P={je5||y; 一 ym| < 8R; } (用 球 确定 的 时 空 点 集 )， 


Q@={jeS\P|]e; 一 cm| < 4lt; 一 tm| } (用 肥 锥 确定 的 时 空 反 集 )， (3.14) 
R=S\(PUQ) (其 余 的 时 空 反 集 ). 


下 面 来 估计 殷殷 ,要 .由 不 依赖 于 非 线 性 项 的 Morawetz 估计 ( 见 第 5 章 ) 
可 见 


ve 
en) yu A < C,(E). 3.15 
J Jaa EA m |(t, £) 一 (E) ( ) 
显然 ， 
* Jil * #P 
之 2 a — Ul =n OF 3.16 
T LOGE M+" 0B MT CO 
这 样 就 推 得 
tP < Can? *(9Ci(E, n) +1). (3.17) 
其 次 , 估计 1Q 的 个 数 . 对 任意 j ER, 有 
It; —tml < ly; — yml < V17lt; — tml, 
3.18) 
1 V17 
Rj < ry — ym| S -g ts — tml. 


因此 , 对 任意 j, KE Q, j <k, 就 有 


1 vi 
ltée — tml < [ye — yml < gli — yl < Felts tml < 5 alts — tml. (3.19) 
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令 
Bj = { (tj,2) | |z- c| < R; }, 
K ={ (t,2) |O<t<1, |z- cem| < 5|t—tm| }. 


因此 , 对 任意 ; <Q, 容易 看 出 B; C K. 事实 上 , 对 于 任意 的 (tj,z) € B, HON 
定义 及 (3.18), 直接 验证 


|z —cm| < |z — c;| + |c; — cm| < Ry + Alty — tm| < Slt; — tml. 
下 面 需要 在 肥 锥 上 的 局 部 Morawetz 估计 . 
引 理 3.3 ”在 命题 3.2 的 条 件 下 , 设 c > 0, 则 存在 常数 C5(E,c) < oo 满足 


sup f jul?” dz < Cs(E,c). (3.20) 
SEN 27i <lt|<2-3+1 Sfx] <elt| 


在 肥 锥 K 上 应 用 引 理 3.3, 注意 到 Bi C K, 就 得 


CE) >>. sw |/ jul?" de 
|z 一 cM1<51t 一 tx| 


jen 23 <lt-ta|<2-341 


> 2” d 
> 开 a Jaan Y 
>t 1. (8.21) 
这 样 就 导出 了 4Q 的 控制 估计 
最 后 来 估计 HR. 对 V j c R, 按 定义 可 见 
c; -cml < ly -uul < Tle -eml = (les -eml > ttj- tml) (8.22) 
及 


1 17 1 1 
vit + 7 lc; -—cm|< 5 lei em I. (3.23) 


1 1 
Ry+|tj—tml < glyj—ym|+7lcj—em|< 8 4 


4 
B; = { (tm, 2) | |z — c| < Ry + lt; — tml }- (3.24) 


利用 有 限 传播 速度 与 能 量 密度 的 正定 性 , 可 见 
h ewar> 人 elu. (3.25) 
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对 j, k € R, j < k, 直接 验证 


1 V17 1 
lek — cm| < lyk — yml < Toly -yml < Gyles —eml < gle eml. (3-26) 
利用 (3.23) 可 见 
_ 1 
By c { ton|ie-elsale-oxl } 
1 3 
C { (tuys) | zlo — cml < |e — cml < Sle; — cm! \. (3.27) 
这 里 用 到 插 项 及 三 角 不 等 式 
1 
jz- zm| 2 lem — c| — |c; — z| > 51c; — eml: 


此 说 明 对 于 任意 的 j e R, Bi 在 空间 中 的 投影 均 位 于 以 cm 为 中 心 的 环 内 , 故 由 
(3.26) 可 见 
BOB, =Ø, j#k. (3.28) 


所 以 
E = (u(tm))dz > e(u)dz > e(u)dz > HR 7%. (3.29) 
| n> > 1 


因此 , 可 以 获得 #R 的 估计 , 这 里 ”的 值 由 限制 能 量 聚 积 引 理 2.1 确定 . 
下 面 来 补 证 引 理 3.3. 为 此 , 引入 如 下 范 数 : 


Hes sD ,sp WO (3.30) 
显然 有 
dt 
[ OŠ < hha (3.31) 
事实 上 


2 一 了 十 1 


[vof FOIE <5 sp © 


2 一 jt j+1 jEN 2-J<t<2-Jt1 


为 证 明 引 理 3.3, 需要 先 证 明 如 下 引 理 : 
引 理 3.4 ts>0,0< f(t)e L®(0,1) 和 0 < g(t) € L1(0,1). 假设 对 任意 
0<S<T<1, MU 


TO 人 tsg(t)dt. (3.32) 
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则 
Wfllerze < Cllolz，C=C(s) > 0. (3.33) 
证 明 $ 
2 一 7 十 1 
GES), m=/ oat 
2-3 
则 
2—I+1 
2 OD (2-41) < 2799 F279) +2707). f g(t)dt, 
2 一 5 
因此 
qj-1 入 2 °q; +r S 2778 a5 44 + 2 Tj+1 + 1; 
Ki > 20-*) ery, 
k2j 
利用 离散 的 Young 不 等 式 可 见 
Soa < ey 29pm, < Cs||9||z3(0,1)- 
j21 jzik2j 
另 一 方面 , 由 于 0 < $,T < 1 选取 的 任意 性 , 直接 推出 
sup f(t) = sup f(2-1+9) 
2-j<t<2-i+1 0<0<1 
2—i+0 
< sup (2 f(2-7) + 271+? l g(t)dt) 
0<0<1 2 一 5 
<q; + Tj, 
因此 


flere = DD FO < Cligllzae,1), 

以 下 完成 引 理 3.3 的 证 明 . 在 第 5 章 中 已 有 证 明 , 为 完备 起 见 , 这 里 重新 给 出 
证 明 . 基本 思路 是 不 用 非 线性 项 ju? -2w 来 证 明 形 如 (3.20) 的 估计 , 取而代之 的 是 
估计 形 如 (uol? + |wl?/r2 的 量 . 这 个 方法 在 分 离 能 量 聚积 的 线性 波 的 过 程 中 是 至 关 
重要 的 , 见 后 面 的 引 理 4.4. 另外 , 需要 指出 的 是 这 里 利用 了 反射 恒等式 . 
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记 
T 
r= |z|, 0= m Ur =0: Vu, ug = Vu — Ou 
H(u) = Glu) — 2F (u) & uf (u) - (n +1)F(u), 


2 2 


1 
CP Qo(ust) = 5 (tù + rur + (n — 1u)? + a(t tur)? + 3 +r?) (lol + lu), 


2 
2 
t7Qi(u,t) = Qo + (t° + pa 


我 们 仅 需 对 [0,1] 上 的 光滑 解 予 以 证 明 . 有 限 能 量 解 可 以 通过 逼近 过 程 来 实现 ， 


由 反射 恒等式 


(Ou +ut+ f(u))m(u) 


=divi,c(#?Q'(u), —m(u) - Vu + 2tz(e(u) — ù?)) + 2¢(H(u) — u’), 


这 里 
m(u) = (t? + r+ 2tru, + (n — 1)tu, 
t?Q’(u) = (t? + r*)e(u) + u(2tru, + (n — 1)tu) 一 a 
= Qolu) + (2 +7?) F(u) — ro V - (zu?). 
在 锥 所 截 的 锥 台 


K={(t,2)|S <t<T,|z|<ct}, 0<S<T<1 
上 积分 (3.34) 式 , 利用 散 度 定理 , 容易 推出 
j. ea [t?Qo(u) + (t? + r?)F(u)| dz|。 
— 2P. (u r u? — H(u 
-er Pel les zjdz+ 2 H(u))dædt, 
这 里 


r’P,(u) = (Qu) + mO(x-V)u — 2t|z|(e(u) 一 u)) 


1 
JV1+c? 


rant, aeaeo EE 2 
的 量 . 由 能 量 守 恒 与 Hardy ASR, 对 vc>1 有 


hee (eu 十 wr) (= x) da < C(E,c). 


是 满足 


(3.34) 


(3.35) 


(3.36) 


(3.37) 


(3.38) 


(3.39) 
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利用 Hardy 不 等 式 及 Morawetz 的 变形 , 就 有 


2_H 2 2* 
J llu? = HO) a at < J tlul dxdt +C [ul dade 
r<ct t r<ct, r2 ct, 


0<t<1 0<t<1 0<t<ti 
<C(E,c). 


应 用 引 理 3.4 于 (3.37) sh, 可 见 


Qo(u)da 


T<ct 


Fa — Ta il, FE K 上 积分 不 等 式 (此 不 等 式 用 到 2ab < a? 十 好) 


< C(E,c). 
£1 Lœ 


aut) =2u(ù + Fun) =V: (Fate) + -OS 
< 全 - V. ( u20) tnt, 
可 得 
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(3.40) 


(3.41) 


(3.42) 


T 。 2 2 
/ vdz| < | heh + n deat | (1+c ?)u? (=, z) dz. 
r<ct S K t T cS<|x2|<cT C 


由 (3.38) 可 见 
2 (T dz 
Jaa" (=: x) r2 < C(E, c). 


由 (3.31), (3.41) 及 Hardy 不 等 式 , 可 以 看 出 


+ tu, 
fica (rit + tur)" a ) tni dadt < C(E). 
0<t<1 
将 引 理 3.4 应 用 于 (3.43), 可 以 推出 
J wax < C(E, Cc). 
<ct t? g1 Læ 


采用 Hardy 型 不 等 式 


p PpP t-r 
[_|fParsof _ [|E +r] 1<p<n 
sgrgTI7 sgsrgsT Lit 7 


从 而 推出 
[3 < < OC) I. | H t € - -) Can az. 


(3.43) 


(3.44) 


(3.45) 


(3.46) 


(3.47) 


(3.48) 
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u t-r\2 3 u? [tu + ru, + (n — 1)u]? + (rù + tu)? 
本 十 (一 Ur < pope? 


u2 
„<Ci Qı (u, t)dz < C(e) f Qo(u, t) + =| dz. (3.49) 
因此 , 由 (3.41) 及 (3.46), 可 以 推出 


| Qi(u, t)dz = >》 sup Qi(u,t)dx < C(E,c). (3.50) 
r<et £1 L% GEN 2I <|t|<2-941 Jrget 
再 次 利用 Hardy 型 的 不 等 式 
2 
[eax <civels? | (lp + %)ae. (3.51) 
r<R rR r 


由 (3.50) 就 可 以 推出 


sup f lul? dz < Cs(E, c). 
|z|<elt| 


2-I<|t|<2-3+1 


6.4 整体 时 空 估计 


本 节 的 目标 是 根据 能 量 E(u) = E < co 给 出 有 限 能 量 解 的 整体 时 空 估计 . 为 
此 , 首先 给 出 一 系列 核心 引 理 . 

引 理 4.1 We f(u) 满足 非 线性 结构 假设 (1.27), u 是 NLKG 方程 (1.22) 在 
[0,T] 上 的 有 限 能 量 解 , 满足 


E(u(t)) =E<oo, Vte (0,7). 


设 v 是 LKG AE (1.23) Æ t = 0 处 具有 相同 初 值 的 解 . 则 存在 do = (E) > 0 满 
EH 


JEN 


lull xoa) <n < $0, T= [0,T] (4.1) 

时 , 有 估计 
| ullxe < Co(E), llillxre < Co(E), 4.2) 
lellxoay < Co(E)n, lw *llxocz) < Co(E). 


证 明 由 Strichartz 估计 ， 对 于 7=0 或 6, 有 
lul 十 上 xn + lotil <CEo(v)? + Cfl) 
<CE? + Cllully cp 
<CE? + Cn 一 1， (4.3) 
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及 
ell xo) < llullxoay + Cf xa) < n+ Cn? 一 (4.4) 
因此 , & ôo < min{1, E}, 就 可 获得 估计 (4.2). 
引 理 4.2 (二 择 性 引 理 )” 设 f(u) 满足 非 线性 结构 假设 (1.27), u 是 NLKG 方 
程 (1.22) 在 R 上 具有 局 部 有 限时 间 范 数 的 有 限 能 量 解 E(u) = E <œ. 则 对 任意 
K>0,L<0 R0<7< mE), 存在 


M = M(E,n,k, L) > 0, 


具有 如 下 性 质 : 如 果 
lwllxocro Z M, Jo CR. (4.5) 
则 一 定 存在 子 区 间 了 Tc Io 满足 ullxocn sn 及 下 面 的 二 择 性 : 
(i) [Z| > L, 或 
GÐ MI <L H J. J K (|Vul? + [u(t)|?)da > n°, 


c|< 
XB ceR", tel, a=a(n) F 同 能 量 聚 积 引 理 2.1. 
WA 设 WeRN, 取 下 < 有 < .<Tl 满 足 ( 人 人 Tc 及 


ullxou;) = I; = (Tj, Tj41)- 


由 能 量 聚 积 引 理 2.1, 存在 Ji C Ij, Cj ER” Al Rj > 0. 选取 tj E Jj, j = 1,2,.:: N. 
由 Sobolev KAEH, 不 妨 假设 对 Vv j E {1,2,---, N}, 


‘A < L, H. Rj > KI; |. (4.6) 


否则 , 结论 自然 成 立 . 因此 , 由 局 部 时 空 估计 命题 3.2, 引 理 的 证 明 就 归结 为 : 在 (4.6) 
的 条 件 下 , 证 明 下 面 估计 


[Ty+1— Ti| < C(E,L,n,«). (4.7) 
事实 上 , 从 上 式 就 可 以 导出 
lull Xo(T1, Tw 41) < C(E, L,n, K). (4.8) 


此 就 会 与 (4.5) 相 矛 盾 . 
记 5 = {1,2,---,N}, 定义 


P={ jes |ie- cyl > lte — tjl + i+ Rj, # 5}. (4.9) 
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定义 

B; = {(t;,2) | |æ- c| < R; }, 

K; = {(t, 2) | |£ — c;| < Rj + |t; t,t >t; \, (4.10) 

K = |] K;. 

jE€EP 
因此 , 利用 能 量 守恒 与 能 量 密度 函数 的 正 性 可 见 
Ex (t) = | e(w,t)dz Z (关于 上 上 单调 上 升 ). (4.11) 
K 


由 (4.9) 中 P 的 定义 , 显然 推出 
BiNKe=%2, jEeP lePLzi. (4.12) 


因此 , Exk(t) TE t= t 处 起 码 增长 了 J, el(wdz > me, 从 而 


E = f etu(tws.))de > Ex(Tn+1) > tP2. (4.13) 


故 有 
tP < Mo := [En 2%). (4.14) 


现在 将 S 章 分 成 互 不 相交 的 集合 P, A Am: 剖 分 方法 按 如 下 程序 进行 : 
直接 验证 P= {p1, "t ,Pa ,PMo} 等 价 于 下 面 的 定义 ， 即 


pi = 1, 
p2 = inf {k € S, |c1 — cx! > M|t, — t| + Rit Re}, 


PMo = inf {k E S, |c; — ck| > M|t; — tk| + Rj + Rk, j = pi, ,PMo-1}. 
在 此 基础 上 , 对 任意 的 7 eP, 定义 


Aj = {ke S |k >j Ble; —cxl < Mlt; — te| + Ri + Ry} = Aj = Ay \ U Ak. 
k2j+1 


这 样 , BEAT H SY 5S 成 如 下 互 不 相交 的 集合 的 并 , 即 
S=PUA,UA2U:---UAm, 
并 且 对 于 P 中 的 任意 两 个 不 同 j, 2, 总 可 以 保证 


lce—cel>|te—t;l+RetR; (4.15) 
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成 立 . 因此 , 利用 不 依赖 于 非 线性 项 的 Morawetz 型 估计 


jul?” 
MoE) > >| hs (t,£) 一 incl 


LEP 
— T” n 4.16 
Lvl, (Ge) = Ge + Ry FGI (4-16) 
情形 1. je P. 当 j= LeP 时 ,根据 (4.6), 有 
[tj07) — (te, ce)| + Ry + || = R; + |G] < (Ci(E,n) + 1)L, (4.17) 
这 里 C1(E,n) 是 由 引 理 2.1 能 量 聚 积 现象 所 确定 的 常数 . 
情形 2. j € Ag. 此 时 ， 有 
I(tj, c3) — (te, ce)| + Ry + |Z; | <2|t; — tel + Re + 2R; + [Jj 
<2|t; — Ti] + (3C1(E, n) + 1)L, (4.18) 
这 里 用 到 (4.6) 和 ty < tj. 因此 , 由 R; < Ci|J;| 与 Rj > «lJ| 可 得 
2*a BA 
a int E A Iry at, — Ti] + mere +DL 
n” kC" log EN (4.19) 


(3C1 + 3)L 
由 此 就 推出 矛盾 . 
引 理 4.3 WW flu) 满足 非 线 性 结构 假设 (1.27). 设 0<T<U<V, 并 且 久 是 
非 线 性 Klein-Gordon 方程 (1.22) 在 [T, V] 上 满足 
Eg(u(t)) < E<oo, teé[T,V] (4.20) 
,和 
lull xar, <n = lxowvy (= llullxocr,vy < 27 ) (4.21) 
的 解 . 设 v 是 线性 Klein-Gordon 方程 (1.23) 的 解 , 且 在 上 = 0 5 u 具有 相同 的 初 
值 . 假设 
llllxouv) < - (4.22) 
则 存在 56. = 52(E) > 0 具有 如 下 性 质 : 对 Yn < (FE) MVR EN, 总 存在 
L = L(E,n,k) < œ 满足 : WẸ |T -U| > L, W) 


Ile * ull xu,v) < 7/4, (4.23) 
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这 里 (E) 是 E € (0,co) 上 的 连续 函数 . 
此 结果 仅 对 非 线 性 Klein-Gordon 方程 成 立 ， 对 经 典 的 非 线 性 波动 方程 则 不 
成 立 . 


证 明 ”此 引 理 表明 经 历 了 具有 时 空 小 范 数 的 长 区 间 之 后 , 时 空 范 数 的 聚积 只 
能 发 生 在 高 频 部 分 . Su, = Yr *u 和 vk = pr xv. X te (U,V), 考虑 积分 方程 


Uk — Uk = — | K(t—s) vx * f(u(s))ds 
t—L t 
hak, 
全 Ji + Sa. (4.24) 
采用 线性 Klein-Gordon 方程 解 的 衰减 估计 来 处 理 . 厂 . 容易 推出 


IKO vex Fg CH 让 ws fs < CHER, (4:28) 
=22, ,2 By ,2 


n ’ 


这 里 用 到 线性 Klein-Gordon 方程 的 衰减 估计 ( 取 o = 1) 
|| K (2) * g(a, 外 | prec < CM(t)|lg|| pec; 
M(t) = min (ln e eo -F ), 


B(r, 0) = 


ore: L) 


2 2 r 


与 Bernstein 估计 


lve fol SFO,» <ly lelli < Ce E), 
7s Air. 


n+ 12 nm—i1’ 


故 有 


t—L 
IKA < C(E,k) | It— sl-3¥ds < C(E,k)L-3. (4.26) 
0 


Lo (vee) 
由 引 理 4.1, RES 27 < 60(E), 则 
llullxecr,v) < C(E), 


故 有 
ur — Ue|lxe(r,v) < CCE). (4.27) 
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再 利用 Strichartz 估计 与 非 线 性 估计 , 容易 看 出 
lAllx u,v) < luli v < C(E) n7, j=0,6. (4.28) 
WA 
lAlxeu,v) < lur- vrl xsv + IlJallx,(u,v) < C(E). (4.29) 
再 利用 复 插 值 与 Sobolev RATE, 类 似 于 (2.7) 的 估计 , 可 以 看 出 


| Allxocu,v) <Cl| FNL vv) ylz u,v 


SCIARE IAN’ KAPY 
DS lllLo (Hi)Y1 ) 11 X6(U,V) 
2 


L>=((U,V);B on 


29 
SCEA 4 
L®((U,V);B ano) 


上 ev 
<C(E,k)L7 39. (4.30) 
令 工 充分 大 , 即 可 以 确保 
lAllxow,vy < n. (4.31) 
由 于 2* 一 1 > 1, 由 (4.28) 可 见 , 只 要 62(E) 充分 小 (例如 62(E) = (y+ E)77, y(n) 
充分 大 ), 有 
uxl|xocw,v) < llvellxocu,vy + All xou,v) + lAallxocu,v) < 7/4. (4.32) 


引 理 4.4 WwW fu) 满足 非 线性 结构 假设 (1.27). 设 u 是 非 线 性 Klein-Gordon 
方程 (1.22) 具有 局 部 有 限时 空 估 计 且 满足 Elu) < E < co WARRE. 设 
(S,c) ER", R, n > 0, 假设 


f e(u, S)dz > 7. (4.33) 
|r—c|<R 


对 任意 < > 0, 存在 6, = ô (E,n, K) > 0 满足 : MRR <b, WA Te (5,S 二 1) 和 
线性 Klein-Gordon 方程 (1.23) 的 解 v 满足 
Eo(v) < E+ K, 


loll ræ 0,00; 2") < RK, (4.34) 
E(u — v, T) < E- 1/2. 


证 明 ”由 平移 不 变性 , 不 妨 设 c= 0, S=R. 取 Je N 充分 大 , 可 以 假设 


S=R<2°-%. 
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4 


e£ +J <1. 


Qi(u,T)dz < CE) < C(E) e. 
r<4T J 


(否则 , 由 (3.50) 就 推出 矛盾 ). 由 能 量 守恒 , 有 
J e(u,T)dz > J e(u, S)dz È n. 


4 
((2)=x(<5), volt) = ¢(a)ult, 2). 
W v(t) 是 线性 Klein-Gordon 方程 在 上 = 人 处 具有 初 值 
v(t)| r 一 vo(T) 一 ((x)u(T), blr = ùo(T) = ¢(z)u(T) 
NR, w =w 一 v. 则 对 t=T, 有 
[Vv]? < |¢ Vul? + 2|Vul |u- VC] + lu- Vel 


2 2 
J luV¢|Pdx < f IrVcP— dz < C f 一 dz < Ce, 
` r<4T r r 


<4T T 


(4.35) 


(4.36) 


(4.37) 


(4.38) 


(4.39) 


(4.40) 


(4.41) 


这 里 用 到 (4.36) 与 Qi(w,T) 的 表达 式 . 由 Cauchy-Schwartz PHAM F(u) 单调 性 


(从 G > 0 HH) 
Eo(v, T) < Eo(u,T) + CvVe < E(u, T) + CVE = E+Cve. 
类 似 地 , 由 有 限 传播 速度 的 性 质 、(4.37) 与 (4.41), 可 见 
E(w,T) < | e(u,T)dr +CVe SE-n+ CVE. 
r>2T 
进而 , Æ t=T 处 , 直接 演算 就 得 


r2 
Qı (v) < 2Qi(u) + (5 + 1) (C,u)?, t=T, 


2 2 2 
(+1) Gu? < C5 Gu)? < CGPS <CQi(u), t=T. 


(4.42) 


(4.43) 


(4.44) 


(4.45) 
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注意 利用 (4.36), 容易 看 出 


Qi(v,T)dz < C Qi(u, T)dz < Ce. (4.46) 
r<4T r<4T 


利用 有 限 传 播 速度 的 性 质 , 容易 看 出 
v=0, 如 果 t>THr 247, 


因此 , 由 (3.37) 可 以 推出 (f= 0) 


U 


| f t?Qo(v, 9dz| < f eat 2tv?dzdt, U >T. (4.47) 
r<At T “T<t<U 
类 似 地 , 利用 (3.43) 有 
U . 
| f (War < J ro + tor ade. (4.48) 
r<At T rS, ' t 


直接 利用 v(t) 的 表示 式 及 Holder 不 等 式 , 并 且 注 意 到 supp(v(T), 0(T)) c {2 | |z| < 
4T}, 有 


lel? < wv TNE + MTN- < Cle) T? 十 上 227 < Ce. (4.49) 
因此 , 利用 (4.47)~(4.49), 对 任意 U >T, 有 


T? 2 
| Qo(v, U)dz < = | Qo(v, T)dz + = J v2dzdt < Ce. (4.50) 
r<4U U? JrcaT U TS 


由 此 及 (4.48), 用 完全 相同 的 推导 可 得 
f EU) a < Ce. (4.51) 
这 样 , 由 估计 (3.51), (4.49)~(4.51) 有 
v(t) [22 = J v? (dr < Ivo / (lvo? + ae <Ce, Wt>T. (4.52) 
2 .Jr<4t ` ? r<At ° r? ` i Eaa 


从 而 完成 引 理 4.4 的 证 明 . 
引 理 4.5 we f(w) 满足 非 线性 结构 假设 条 件 (1.27). Bu, w 是 非 线 性 Klein- 
Gordon 方程 (1.22) 的 两 个 解 , v 是 线性 Klein-Gordon 方程 具有 初始 条 件 : 


(v(0), 0(0)) = (u(0) — w(0), ù(0) — w(0)) (4.53) 
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的 解 , 并 且 
Fo(u(t)) <E <0, E(wt)<E<o%,.vti>0, (4.54) 
I(t) Il xo (0,00) < M, [lull x (0,00;52"(R")) < €, (4.55) 
llull xao, T) < œ, VT >0. (4.56) 
则 存在 ss = e3(E, M) > 0 和 Bo(E, M) < oo 满足 如 下 绪论 : Fe < es, M 
llu(t)l| xo(0,00) < Ba(E, M) < oo. (4.57) 


证 了 明 ”首先 证 明 n < 5 时 的 扰动 引 理 , n > 6 的 情形 留 在 后 面 补 证 . 
由 ||e(t)||x,(0,0) < M， 由 能 量 估 计 与 插值 方法 就 推 知 存在 Mi(E,M) > 0, 
使 得 


wl| G(0,00) 一 || w || za 100,00); L262* -D (Rn)) < Mı (E, M) < œ. (4.58) 
由 Strichartz 估计 及 Holder 不 等 式 , 有 
vlleco,o0) < lellig vigre < C(B)e (4.59) 
这 里 
1 1 1 1 3 0 
-= 二 -6 二 二 = 一 一 十 一 ， 
q 2 r 2 2n n 46 
n—2 0 . (4.60) 
=-, 0<0<1, 
n+2 q 
1 


因此 , 总 可 以 假设 
lv |le(0,00) < €1(E,€), lim é1(E,¢) = 0. (4.61) 
对 7 > 0, 将 [0, 00) Faw 
0 = To < Tı < --- < Ty < Tnwi1 = œ 


满足 
n—2 
lwllet; T) Sm Nn < Mi. (4.62) 


> g=u-v—-uU, 则 它 满足 如 下 积分 方程 
g(t) = g;(t) + [ K(t — s) ( f(w) 一 f(g 十 v 十 w)) (s)ds, (4.63) 
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这 里 gj 是 线性 Klein-Gordon 方程 以 (9(T;), 9(T;)) 为 初 值 的 解 , 满足 go(0) = 0. 利 
用 Strichartz 估计 , 有 


Igllecr;,7) + Eo(9,T)'/? < CEo(g, Tj)? +C f (w) ftvt] rier, m (4-64) 
注意 到 非 线性 条 件 (1.27) 及 Holder 不 等 式 , 可 见 


2 ”一 2 
| 


fw) — f(g +o + wl < CCo + vle + lwla)? g+ vle, (465) 


q;(T) 一 |9lleem mm 十 Eo(9,T)'?, qj 全 q;3 (T3541). 


令 G_1 =0. 利用 (4.61), (4.62) 及 (4.64) 容易 看 出 ， q(T) 是 了 的 连续 函数 , 并 
HHF T € [T;,Tj41) 满足 


q; (Tj) = Eo(g,T;)'/? < ĝj-1, (4.66) 
q(T) < Ciĝj-1 + Calg (T) +1 +n)” (G(T) +41), C1,C221. (467) 

取 n > sl > 0 充分 小 , 使 得 
C2(3n)? -2 < 1/4, (201)?el < 7. (4.68) 


第 一 步 . 利用 alt) 的 连续 性 , 不 妨 假设 存在 Te (To, T) 满足 q(T) =n. 利用 
(4.67) 和 (4.68), 就 可 以 推出 


` T T 
aT) sagit BO = 90 1. 


2 2 

因此 , 由 连续 性 方法 , 容易 推出 

aT) <nVT<% => <n. (4.69) 

第 二 步 . 假设 4;_1 <n, BAE T € [Tj Tj 41) 满足 
el < g(t) Sn t<T, a(T)=n. 
利用 (4.67) 和 (4.68), 就 可 以 推出 
qj(T) 
2 


q(T) < C1qj-1 十 => q;(T) < 2C1q;-1- 


因此 , 若 2C16;_1 < 由 连续 性 方法 , 就 可 以 推出 


q(T) < 2C14;-1 < n, V T < Ti+1 =>> qj <7). (4.70) 
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者 qj-—1 < El, 则 


Gj; < el RG < 2CiG_-1 < 2Crer. (4.71) 
因此 , + 
(2C1)* Tel < n, 
则 有 
Gj < (2C1ei <n, Vj=1,2,---,N. (4.72) 
从 而 获得 整体 时 空 估计 (4.57). 


下 面 回头 证 明 整 体 时 空 估计 (对 于 n> 6 的 情形 , 在 假设 上 面 扰动 引 理 成 立 的 
情况 下 证 明 整 体 时 空 估 计 ). 

命题 4.6 WK flu) 满足 非 线性 结构 性 假设 (1.27). u 是 非 线 性 Klein-Gordon 
方程 (1.22) 具有 局 部 有 限时 空 估计 的 解 E(u) = E < co, 并 且 具 有 局 部 的 时 空 估计 . 
则 存在 B = B(E) < co, 使 得 


lullxom < B(E) < œ. 


证 明 ”注意 到 NLKG FFE (1.22) 具有 唯一 的 整体 有 限 能 量 解 E(u) = E < ox, 
并 且 具 有 局 部 有 限 的 时 空 范 数 , 因此 


lull xT, T+) < C(E), VTER. (4.73) 


下 面 证 明 整 体 时 空 估 计 . 为 此 , 采用 Bourgain 的 能 量 归 纳 技术 . 4 E(u) = 五 
充分 小 时 , 直接 通过 Strichartz 估计 就 可 以 建立 (1.22) 的 Cauchy 问题 整体 存在 性 
与 散射 理论 . 因此 , 整体 时 空 估计 的 建立 归结 于 证 明 如 下 事实 : 

。 VE > 0, 存在 连续 函数 c = e(E) > 0( 本 质 上 , 仅 需 要 对 任意 的 5 > 0, 
„inf e(a) > 0) 满足 如 下 面 的 性 质 

Bourgain 能 量 归 纳 断言 ” 设 对 于 具有 局 部 时 空 估计 的 有 限 能 量 解 满足 

lull xom) < B(E,é) < Ow, E(u) < Ee. (4.74) 
则 可 以 推出 
lull xom) < B(E, E) < 0, E(u) <S E. (4.75) 


第 一 步 . 由 小 能 量 解 的 适 定性 理论 , HAAN E > 0, FE e(E)>C>0, 总 
能 保证 Bourgain 能 量 归 纳 断 言 成 立 . 现 采 用 反 证 法 . 对 于 一 般 的 能 量 初 值 , 可 假设 
相应 的 有 限 能 量 解 E(u) = E> 0 满足 : 对 于 任意 的 大 正 数 B’ > 0, 


ull xox) > 3B" (4.76) 
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则 存在 To MT 满足 
Ul xom) > B^, lullxo r) > BY, ulxocroo > Br. (4.77) 
仅 需 用 E,n,B Me = e(E) >0 给 出 B' 的 估计 , 就 导出 矛盾 ! 
下 面 引入 两 组 小 的 参数 {nj;} 与 {r} 这 些 参数 以 下 面 次 序 来 决定 
E, m, m, €, B, ks, K4,°** ,KR1 (4.78) 


(换言之 , 后 面 的 参数 依赖 于 它 前 面 的 参数 ). 这 样 , 利用 这 些 参 数 可 以 给 出 B' 的 上 
R. 注意 到 引 理 4.2 表明 如 下 二 择 性 : BA u 在 充分 大 的 区 间 上 具有 小 的 时 空 范 
数 , 要 么 能 量具 有 很 高 的 聚积 现象 . 

由 引 理 4.2, 对 于 ki > 0, 工 = kz1 > 0, Km S mlE), 一定 存在 着 M(Bi,m, Kı, 
k3) > 0 满足 二 择 性 结果 . 因此 , 对 于 N = N(E1,m), 选取 


B’ 之 Bı 一 [M(E1,m, 1, ) +m|N, 


就 有 如 下 两 种 现象 可 能 发 生 : 
(i) 存在 
To STi <U1< WU <---< Tn < UN < Vn ST, (4.79) 
满足 
|U; — T; 之 KZ”, lull xo(T;,U;) < m = lull x0(U3,V5) (4.80) 


(这 个 过 程 是 先 分 割 , 再 对 区 间 T4, Vj) 子 区 间 上 使 用 引 理 4.2, 然后 修改 记 与 ). 
(ii) 存在 Ic (To, T’) 满足 


lullxon Sm, H< «ra (4.81) 


和 
J ((Vu]? + |u|?) da > nz 4 No; (4.82) 
la—c|<«1|T| 


这 里 ce 了 Rn tel. 
第 二 步 . 首先 证 明 即 使 是 第 一 步 中 的 第 一 种 情形 , 也 要 发 生 能 量 聚 积 现象 . 设 v 
是 线性 Klein-Gordon 方程 (1.23) RAYA 


中 -mm = u(To), Vo = ù(To) 
的 解 . 因此 , 利用 Strichartz 估计 可 见 


ol xs < C(E). (4.83) 
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因此 , WR N = N(E,m) 充分 大 , 则 存在 某 个 了 < NN, 满足 
lull xo(u;,V;) S ni . (4.84) 


注意 到 利用 线性 Klein-Gordon 方程 在 低频 部 分 的 衰减 可 以 获得 : 经 历 了 具有 时 空 
小 范 数 的 长 区 间 之 后 , 时 空 范 数 的 聚积 只 能 在 高 频 部 分 发 生 , 即 引 理 4.3. 

如 果 mn < ôE), 在 区 间 (7;,V;) 上 应 用 引 理 4.3, 对 于 k = a1, 存在 L(E,m, 
k3 1) < œ, 只 要 

Kg! > L(E,m,ra!)=> |T; — V;j| > L. 
因此 | 
[Ve * ull x(u, v;) < 7/4. 

在 区 间 [U;,V;) 上 应 用 引 理 2.1( 能 量 聚 积 现象 ), 存在 ce R”, S € (U;,V;) ÑR < 
C2 (五 ,71)2-1 5a 满足 


| ler (|Vu(s)|? + |u(s)|?)da > n2. (4.85) 


因此 , 在 上 面 两 种 情况 下 , RES 
C2(E,m)271/"8 < Ka, KK" < Ka. (4.86) 


存在 S € (To, T"), cE R” Al R < wa 使 得 (4.85) 成 立 . 
第 三 步 . 通过 引 理 4.4 分 离 出 具有 聚积 能 量 的 线性 波 . 
对 于 < = ks > 0,7 = m > 0, 聚积 条 件 (4.85), 由 引 理 44, 存在 ô = 
01(E,n2,k5) > 0, W 
k4 < 61(E, n, Ks), (4.87) 


就 可 以 推出 存在 Te (5,5 +1) 和 线性 Klein-Gordon 方程 的 解 满足 
loll Lec,o0; 12*) < K5, 
Eo(v) < E + ks, (4.88) 
E(u-—v,T)< E- + 


的 解 . 取 能 量 归纳 尺度 是 


这 里 用 到 (4.82) 及 
nı = min (no(E), 62(E)), 
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No 出 现在 聚积 引 理 2.1, 02 出 现在 聚积 引 理 4.3. 
现在 对 于 w 所 满足 的 NLKG 方程 


Ow + w = |w|? ~w, 
wr =UT)-v(T), vr = UT) ~ 0(T) 
的 Cauchy 问题 , 应 用 能 量 归 纳 假设 的 条 件 , 就 得 
12 


E(w) < E- 5 => |lwllxocr,0) < B= B(E) < oo 


第 四 步 . 直接 利用 引 理 4.5, 如 果 取 
K5 < es(E, B(E, n)), 
则 
llull x0(T,00) < Bo(E, B). 
HTS <T’, |T-S|\ <1, 则 由 局 部 估计 可 以 推出 
BY < ||ullxo¢s,00) < B2 + C(E). 


此 就 导出 矛盾 , 因此 整体 时 空 估计 成 立 . 
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(4.89) 


(4.90) 


(4.91) 


FEME n > 6 时 引 理 4.5 的 证 明 . 当 n > 6 时 , 由 于 非 线性 增长 指标 变 小 , 无 
法 直接 简单 地 给 出 两 个 解 之 差 的 估计 . 具体 地 讲 , GU) 已 不 是 合适 的 Strichartz 容 


许 时 空空 间 . 但 是 , 可 以 引入 一 个 替代 范 数 : 


Ie Wilw * |KO + KOY| x 0,0) 


引 理 4.7 设 
l<q<gqg<o, 
2(n— 1 2(n— 1 
(n sen <2<r< (n ) 
n+1 n—3 


1 1 
o +ô(r)— 7 = o1 + ô(rı) — gr +2 (Scaling 条 件 )， 
1 


1 1 
—-—y(r1) --1>0>--y7y(7), 
7, y(r1) 7 (r) 


1m) gi _ vt) 


-2U L] 


qı 2 q 2 


t etiw(t—s) 
/一 一 /ds 


则 


Ty :oo 


La(0,T;B? 1) 


< Cl fl Lao,m; Be J 


(4.92) 


(4.93) 
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这 里 C= C(q, TO, qi, 71, 01) >0 是 常数 . 
WEAR ”由 标准 的 Strichartz 估计 (BE (4.93) 98), 有 


t otiw(t—s) 
d 
| Ios 


< CII fll ta (0,7;B7 


T1; 1 9) ) 
La(0,7;B? 2) 


这 里 要 求 


qı 2 
及 (4.92) 的 前 三 个 条 件 . 
对 于 充分 小 的 es > 0, 令 
141. 1 1 E 
(=. P’ i) = (e, 7 7 o), 


1 1 . € 1 1 E€ 2 n— i 
(=, T) 5) =(=, 5- 十 一， 01 一 — + n e), 


q T n 2 nl n n—1 
此 处 ~ 
7 全 ?= -一 
r—1 
利用 衰减 估计 twtio) 
F < Clt— sP EES az, 


5 Hardy-Littlewood-Sobolev 不 eta 以 推出 


t etiw(t—s) 
| f(s)ds 
0 wW L(0,T;Bz 4) 


现在 对 (4.94) 与 (4.98) 对 应 的 情形 进行 插值 , 可 以 推出 


1 1 —] 1 
一 二 -1< aL _jJ= — L 
- =y(r1) -1<0 (四 地 (ia) i= — e-5< 0), 


< CIF za 0,r;B31 3) 


(4.94) 


(4.95) 


(4.96) 


(4.97) 


(4.98) 


(4.99) 


成 立时 对 应 的 Strichartz 估计 的 经 典 情形 (4.94). 再 利用 对 偶 原 理 、 插 值 定理 即 可 


推出 经 典 Strichartz 估计 (4.94) 在 (4.92) 条 件 下 同样 成 并 . 
WR (q1,71,01,9,7,0) 满足 (4.92), WS 


+ + + < + 
(q, 71, 01, q , T, o-) 


如 下 : A 
zr =- E, O71 =o, Ł€E 
dı 
1 + 
— =- Łe, Oo 一 IC 土 E 


(4.100) 
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当 e 充分 小 时 , 仍然 满足 (4.92). 利用 插值 定理 
- L” (Bra) NLT (B72) = L*(Bra) 
(4.101) 
Lat (Bey) + L (BS) > L” (Bor oo), 
从 而 推出 最 优 的 估计 (4.93) 对 于 (q, 71,01,9,7,0) BOM. 
引 理 4.8 设 n > 6,w 是 线性 Klein-Gordon 方程 的 Cauchy 问题 


十 (4.102) 
u(0) =p, ù(0) =% 


的 解 , 则 对 任意 了 > 0, 
lT), iT) < Cl, ww + Clgll x0r). (4.103) 
证 明 ov 是 自由 Klein-Gordon 方程 具有 初 值 
vp =UuU(T), |, = u(T) 
的 解 , 设 w 是 


von 9X{0,T)> (4.104) 


w(0)=9, w(0) = 
的 解 , 这 里 xor 表示 [0, T) 上 的 特征 函数 . 容易 验证 


(3) we (Ker) = MOBS) LC) 
o) (8S) -Lea ont) 
=W (2) - [ W(t- s) ( 由 jas 


ko- 8), ey = (KORO), y= 0-0)" 
因此 
wT)=u(T), w(T)=u(T), 
wA 


v(t) = w(t), te [T,oo). (4.105) 
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由 Strichartz 估计 的 推广 形式 引 理 4.7 有 


lull x3(T,00) S |lwllxs(0,00) S lil, Wllw + Ilgllxz¢0,7- (4.106) 
这 里 用 到 的 空间 指标 关系 如 下 : 
2* 一 1 2* 一 2 
X3 < 一 > ( > 2 Ae? 2) 全 (=, L o), 
Po 2* Po q r 
2(2* 一 2) 2*— 2*—2 2*-2 1 1 
x (2-9), * t ’ j) (>, a) o5), 
Po 2 npo po ds T5 
1 2(2* — 2) 1 2*-1 2-2 
— —4(r -1=— - (n-1)( + ) -1 
T(r5) z ( ) 5 T mo 
(27-2) nm at—-l (22-2 (5 - ra?) -1 
po 2 2* po 2 2* npo 
2 一 2 n m4 (2 十 二 二 i 
E Po 2 2* 2* 2 Npo 
_nti 2-2 1 _n+1 4 (n+1)(n-2) 1 
n Po n n n-2 2(n2 + 2) n 
1 /2(n? ++2n+1 4 
ee t+ -1)="** 50, 
n nf +2 nf +2 
1 2* 一 2 1 1 4 (n+1)(n-2) n-1 
2 — — -1)(5-5)=-— SS - M 
q y(r) Po (n=1) 2 2* n -— 2 2(n2 + 2) n 
2 十 2 n— 1 Qn? + 2n- n? — 2n +n? +2 _ n? — 3n? — 2 
n+2 n n(n? + 2) n(n? + 2) 
<0 ”( 这 里 用 到 n > 6) 
同 理 , 亦 可 以 验证 
i n— 1 ee 1 
qs 2 re q 2 r` 


下 面 完 成 引 理 4.5 在 n > 6 情形 的 证 明 . AH ||wllx,(0,00) < M < oo 及 标准 的 
方法 就 可 以 推出 : 存在 M = M(E, M) < oo 使 得 


< MF, M) 


lwll; (0,00) < <oo, j=0,3,6. (4.107) 


事实 上 , 从 一 个 容许 对 对 sotciknsse eset 能 量 守恒 可 以 导出 所 有 该 层次 上 的 整 
体 时 空 估计 . 
利用 Strichartz 估计 及 插值 公式 , 有 


lolx; Goi00) < Clloll2 ae lolio) < C(E)e? < eo(E,e), j=0,3, (4.108) 
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这 时 1 1 一 0 
一 = -一 一 ， lim es(E,e)=0. (4.109) 
Pj pe < 一 0 

对 Yn > 0, FE 0 = To < Ti < -< Ty < Tyi = oo 满足 


wll x3 (75,7541) 十 lwli xocr; ,L421) + lwll xT, T) <n (4.110) 


Nn < Mp. (4.111) 
S g=u-v- w, 有 积分 方程 


oO = a(t) | Ke) flatoulad (4.112) 


这 里 g; 是 线性 Klein-Gordon 方程 在 t= T; 5 g(t) 具有 相同 初 值 的 自由 解 . 应 
用 引 理 4.7 和 引 理 4.8 即 得 . 


llgllxscr;.7) + || (9(T), 9(T)) lw <C| (9(T3), (5) hw +O) -lHo er r 
(4.113) 
利用 Sobolev 赃 入 与 非 线性 估计 技术 
lw- f(g +o +w) m SC(llg + olx + lwllxs) Ng + olxa 
+C(lg+olxo + llwllxo) "Ilg + vllxs 
<C(lg+vllxo + llwlxo) llg+vllxs. (4-114) 
这 里 用 到 下 面 经 典 的 非 线性 估计 : 
531 4.9 ” 设 0g<v<1, f(z) 满足 
If (21) 一 f'(z2)| < Clzi 一 zəl”, Zl; 22 € C 或 R. (4.115) 
BHO<A<v,1<2m6<0,1<i<4 满足 
n 1 1 1 1 


A-7 <0, s= + E +I lam > 1， mwèl. (4.116) 
lf (ui) — fullan Su — ulle | ul 十 la — walle, 2 lg 
=“ = (4.117) 
定义 
ie £ Iiglxac r) + I(T), AT) lw (4.118) 
6;20;(Tj+1), 0-120. 
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显然 0;(T) 关于 了 是 连续 的 , HA PAA: 


0;(Tj) < 95-1, 
0;(T) < Cy 65-1 + C(llgllxo + e2+n) (0;(T) + £2). 


当 0;(T) <n 时 , 
lull xa(7;,7) < 27+e2 < E. 
因此 
llullxecr,,7) < CCE). 
由 于 
lwllxer,.7) << E, llollxecr,7) < C(E), 
故 


lalixon < Clll 站 el n < C(E) Go, 
mMHo<B<1R 


Re 0;(T) <1, 就 有 


0;(T) < Ciĝj-1 + C2(0; (T) + e2 +n)” (0;(T) + e2). 


完全 类 似 于 情形 n <5 的 情形 , 利用 连续 性 方法 来 证 明 . + 
Ca(31)2 -2 <1/4, (20) tles < nP, 


有 
6; < (2C1)iez < n°, Vj€{l,2,...,N}. 


由 此 可 以 推出 所 需要 的 结果 . 
6.5 ”散射 性 理论 
容易 验证 , Scaling 变换 


u(t, £) — u(t, £) = X27 tu(àt, Az) 


(4.119) 


(4.120) 


(4.121) 


(4.122) 


(4.123) 


(4.124) 


将 [0,7] 上 的 具 质 量 m 的 NLKG 方程 的 解 ult, z) 转化 成 具有 质量 为 m = xm 的 
Klein-Gordon 方程 在 [0, T/A) 上 的 解 w(t,z), 相应 的 非 线性 项 f' = AZt f(A?) 
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亦 满 足 非 线 性 结构 假设 (1.27) 并 且 具 有 相同 的 控制 常数 及 E(u) = E'(u’). 由 此 推 
出 , 当 m = 0 时 , 通过 Scaling 及 局 部 时 空 估计 可 以 得 到 整体 时 空 佑 计 . 当然 , 前 面 
建立 的 局 部 时 空 估计 对 于 m = 0 的 情形 也 是 成 立 的 . 事实 上 , 只 要 用 齐 次 空间 代替 
非 齐 次 空间 , 局 部 时 空 估计 的 证 明 对 NLW 方程 更 方便 、 更 简单 . 因为 引 理 3.3 的 证 
明 可 以 直接 从 线性 波 方程 的 共 形 不 变量 获得 , 这 个 估计 对 非 线性 波 方程 是 整体 的 ， 
但 对 于 NLKG 方程 并 非 整体 成 立 . 

进而 , 一 旦 对 m = 1 建立 了 整体 估计 , 可 以 通过 Scaling 建立 任意 m > 0 情形 
下 的 整体 估计 . 特别 , 获得 了 齐 次 的 整体 时 空 估 计 ( 即 lull x, cay 不 依赖 于 m, 这 里 
用 到 Sobolev A |lullx, œ < lull x qa). 因此 , 这 也 就 得 到 了 齐 次 空间 中 的 整体 时 
空 估 计 . 

定理 5.1 设 n> 3,m >0, 设 flu) 满足 非 线性 假设 (1.27)， 对 于 非 线性 
Klein-Gordon 方程 (1.22) 的 具有 局 部 有 限时 空 估计 的 有 限 能 量 解 w 有 


lwlx < B < oo (5.1) 


这 里 BKF n, E(u) 及 非 线性 假设 (1.27) 中 的 控制 常数 . 

众所周知 , 任意 的 时 空 范 数 估 计 可 以 从 一 个 特殊 的 时 空 估计 与 能 量 估 计 的 插值 
得 到 ,可 参见 文献 [GV10]. 根据 这 个 估计 , 得 到 解 算 子 关于 初 值 的 连续 依赖 关系 . 
定义 能 量 空间 


XE{(p,w) | Ne, PI = Vel? + mêle? + l <o} 8.2 


推论 5.2 ”在 定理 5.1 的 假设 条 件 下 , 具有 局 部 有 限时 空 估计 的 有 限 能 量 解 关 
于 初 值 函数 (y, b) 在 X 的 拓扑 下 是 连续 的 , 在 X 的 弱 拓 扑 下 亦 连 续 . 
证 明 ”假设 
(Pn, n) =p, Y), 
则 
(un(t, £), tn(t, £)) lo 一 、 (u(t, x), u(t, 1)) | 


这 里 un(t, 1), u(t,c) 分 别 是 与 初 值 (Yn, Yn) 及 (pp) 对 应 的 有 限 能 量 解 . 由 
unl x + lunli xr < ©, 


则 可 以 通过 抽取 子 序列 , 仍 记 {un}, 使 得 


Xi(R) _ 
Un — ù, nm— oo. 
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SR, a(x, t) 仍然 是 非 线 性 Klein-Gordon 方程 具有 有 限时 空 范 数 的 有 限 能 量 解 . 
此 , 由 唯一 性 可 见 = a, 并 且 


(9, Y) — (u, u) 
是 弱 连 续 映射 . 重新 利用 弱 连 续 性 及 能 量 守恒 可 以 推出 
(p, p) — (u, us) (5.3) 


是 强 连 续 的 . 
推论 5.3 Wn>3,m>0, A fu) 满足 非 线 性 结构 假设 条 件 (1.27). 则 非 线 
性 Klein-Gordon 方程 (1.22) 的 具有 局 部 有 限时 空 范 数 的 有 限 能 量 解 “在 X 中 趋 
加 于 某 个 自由 方程 
Ove + mv =0 (5.4) 
的 解 vi, BD 
„im u(t) -vll = 0. (5.5) 
进而 , 映射 
M+ : (u(0), u(0)) — (v4(0), 04(0)) 
是 和 上 的 同 胚 映射 , 满足 
E(u) = Eo(vs). (5.6) 
这 里 M+ Al MT 在 XX 的 弱 拓扑 下 是 连续 的 . 
证 明 Pi m = 1, 仅 考虑 t oo 的 情形 , 其 他 情形 结论 是 类 似 的 . 由 于 


llull xom) < co => jim llull X0([7,00)) = 0. (5.7) 


由 Strichartz 估计 , 有 
[ (- ERAS cosws) f(u(s))ds 


> <C||f lst 


SCllull Zso) — 0, t>s—> œ. (5.8) 
因此 , 存在 X 中 的 极限 函数 (8,0) 满足 
°° sin ws 
(®, 亚 ) = | (- 一 €0s ws) f(u(s))ds. (5.9) 


定义 
v(t) = K(t)(u(0) + &) + K(t)(u(0) + Y), (5.10) 
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则 


Iu -nin <el f i 


<Cllull to) — 0, t—o, 
此 性 质 唯一 地 决定 v. 因此, M, 是 X 上 的 映射 . 由 于 


lim ||v+(£)|l2- = 0, 


t 一 OO 


由 Sobolev KA Se #2 
lim |ju(t) lar = 0. 


有 
E(u) = lim Eo(u(t),t) = Eo(v+). 
由 标准 的 散射 性 理论 的 讨论 , 容易 得 到 波 算 子 
NQ = M7! 
的 存在 性 . 
下 面 考虑 弱 连 续 性 . BW (04,0) © X 满足 


(p4 Vy) 一 (pH 从) 
4 
(pW) 人 Nr pF) (yd) = 04 (94, p). 
由 定义 可 见 
(W, W”) = (u"(0),u"(0)), (v, Y) = (u(0), &(0)), 
这 里 u, 分 别 是 如 下 积分 方程 


w(t) =K (Ooh + KOY- | K(t—s)f(u"(a))ds, 


t 
ult) =K (es + Kb- | K(t-s)f(u(s))as 
的 解 . 由 整体 时 空 估计 定理 5.1, 可 见 
lu” |l xom < 00 = |f”) R < 00. 


因此 , 可 以 抽 子 序列 , 仍 记 u” 满足 


y Xo(R) >o 


K(t—s),K(t—s))f f(u(s))| x 
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(5.11) 


(5.12) 


(5.13) 


(5.14) 


(5.15) 


(5.16) 


(5.17) 


(5.18) 


(5.19) 


(5.20) 


(5.21) 


. 254. 6H 非 线性 临界 Klein-Gordon 方程 解 的 散射 理论 


X2(R) 
fu”) — flu). (5.22) 
因此 , 由 Strichartz 估计 , Æ (5.18) 两 边 令 v > œ, MA 


u(t) = Kies + KOY- | KE- s)f(u(s))ds (5.23) 


由 唯一 性 可 见 u” = u, 说 明 OO, 是 弱 连 续 的 . 
因此 , 利用 弱 连 续 与 能 量 关 系 式 (5.14) 就 可 以 推出 强 连 续 . My 的 连续 性 亦 可 
用 类 似 的 方法 获得 . 


第 7 章 ” 非 线性 Klein-Gordon 型 方程 解 的 
局 部 衰减 与 低 正 则 性 


Morawetz 估计 与 非 线性 Klein-Gordon 方程 、 非 线性 Schrodinger 方程 研究 的 
关系 与 评注 : 

(1) 1968 年 , Morawetz 在 研究 非 线 性 Klein-Gordon 型 方程 解 的 局 部 能 量 衰减 
时 , 将 径 问 导数 的 反 称 部 分 作为 乘 子 , 建立 了 Morawetz-Poho;aerv 人 恒等式, 进而 得 
到 Morawetz 型 的 整体 时 空 估计, 这 为 以 后 散射 性 理论 的 研究 莫 定 了 民 好 的 基础 
(参见 文献 [MO]). 

(2) Morawetz 和 Strauss 利用 Morawetz 估计 建立 3 次 非 线 性 Klein-Gordon 


型 方程 解 的 散射 性 结果 (参见 文献 [MS]) 有关 次 临界 情形 〔 非 聚焦 且 1+ < 


p<1+ —) 的 散射 性 结果 由 Brenner [Br3] 解决 . 基本 的 工具 是 Strichartz {5 
计 、Besov 空间 中 的 非 线性 佑 计 技 术 、Morawetz 型 的 整体 时 空 估计. 

(3) 有 关 非 线性 Schrödinger 方程 的 散射 性 理论 的 研究 大 致 如 下 : Lin 与 
Strauss[LiS] AI FFT AE, 首先 导出 能 量 解 的 Morawetz 估计 , 进而 证 明了 3 次 
非 线性 Schrodinger 方程 的 散射 性 理论 . 有 关 次 临界 情形 (IRAE 1+ 人 < p < 


1 十 —) 的 散射 性 结果 由 Ginibre-Velo [GV3] 解决 . 基本 的 工具 是 Strichartz 估 
计 、Besov 空间 中 的 非 线 性 估计 技术 、Morawetz 型 的 整体 时 空 估计 . 

(4) 上 面 所 讨论 的 经 典 的 散射 理论 都 是 在 n > 3 的 情形 下 进行 的 . 事实 上 , 当 
n < 2 时 ， 经 典 的 Morawetz-Pohožaev 恒等式 不 成 立 ， 无 法 导出 经 典 的 Morawetz 44 
th. 为 死 服 这 些 困 难 , 利用 Hardy 型 不 等 式 、Sobolev WAFA, RTI, Mora- 
wetz 相互 作用 位 势 及 Lagrange 变 分 技术 等 建立 不 依赖 于 非 线性 项 的 新 型 Morawetz 
估计 . 近 几 年 来 , Bourgain, Keel, Nakanishi, Tao 等 通过 在 物理 或 频率 空间 中 建立 各 
种 不 同类 型 的 Morawetz 估计 (参见 文献 [KT1], [KT2], [Bol], [Bo2], [N1], [N2]), 研 
究 了 如 下 情形 下 的 散射 性 理论 : 

情况 1. 当 n < 2 时 , 非 线性 Klein-Gordon 方程 、 非 线性 Schrödinger 方程 能 
量 解 的 散射 性 ; 

情况 2. 当 n > 3 时 , 临界 非 线 性 Klein-Gordon 方程 、 非 线性 Schrödinger 方 
程 能 量 解 的 散射 性 ; 
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情况 3. 4n>3 时 , 在 一 定 的 条 件 下 , 建立 其 他 色散 波 方程 , 如 Hartree 型 方 
程 能 量 解 的 散射 性 理论 ; 

情况 4. 非 线性 Klein-Gordon 方程 、 非 线性 Schrödinger 方程 低 正 则 性 问题 的 
整体 适 定性 及 散射 性 问题 的 研究 . 

在 上 述 问题 的 研究 中 ， 调 和 分 析 的 方法 特别 是 基于 Fourier 限制 性 估计 的 
Strichartz 估计 、Fourier 高 频 - 低 频 分 解 的 方法 、 基 于 Littlewood-Paley 分 解 的 函数 
空间 刻画 及 Bony 的 仿 积 技术 、I 能 量 方 法 、Morawetz 估计 、Scaling 技术 、 非 线性 
函数 在 Besov 空间 中 的 估计 等 在 非 线 性 Klein-Gordon 方程 、 非 线性 Schrödinger 77 
程 低 正则 性 问题 的 整体 适 定性 及 散射 性 问题 的 研究 中 起 着 极其 重要 的 作用 . 

本 章 主要 介绍 Morawetz 估计 (经 典 形式 ) 的 一 个 简单 的 应 用 , 建立 非 线性 
Klein-Gordon 型 方程 解 的 局 部 L 范 数 与 0 上 能 量 (|Q| < œ) 关于 时 间 变 量 的 
衰减 现象 . 我 们 在 光滑 解 的 约定 下 实现 这 一 事实 的 证 明 , 目的 是 希望 这 一 方法 可 以 
处 理 更 一 般 的 、 具 有 物理 意义 的 PDEs 的 相应 问题 . 例如 , 如 何 证 明 4 阶 非 线性 波 
动 型 方程 解 的 局 部 能 量 衰减 等 结果 . 与 此 同时 , 这 也 是 建立 整体 散射 性 理论 的 基础 . 


7.1 ” 非 线 性 Klein-Gordon 方程 解 的 局 部 联 减 


考虑 非 线 性 Klein-Gordon 方程 的 Cauchy 问题 
un — Au+m?ut+ f(u)=0, mA#A0, (t,2) ER xR”, 
| u(0) = p(x), w(0) = ¥(z), 
其 中 f(w) 满足 


(1.1) 


F'(u) = f(u), F(u)>0. (1.2) 
设 u(t, z) 是 Cauchy 问题 的 整体 解 , 我 们 的 目的 是 在 条 件 


1 
E(u, R”, t) = | (io + |Vul? +m? |u|?) + F(w)) da 
Rr 


= E(u, R”, 0) = E(œ) < oo (1.3) 
下 , 对 于 R SRA FR O, 证 明 
im u 2dr = . 
Jim, | Ju(t,2)Paz = 0, (1.4) 


Jim E(u, Q, t) = Jim | (io + |Vul? + m?|ul?) + F(u)) de = 0. (1.5) 
一 OO 一 oo Jo 


不 失 一 般 性 , 我 们 在 光滑 解 的 范畴 内 研究 局 部 衰减 性 (能 量 解 可 以 通过 光滑 解 来 通 
近 , 进而 得 到 相同 的 结果 ). 因此 , 至 少 假设 ult, xz) e CHR x R”) 且 具 有 分 片 光滑 的 
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2 阶 导数 . 注意 到 (1.1) 在 时 间 变 量 的 平移 变换 下 的 不 变性 , 就 有 
Ope(u) = V - (utVu), e(u) = = [hue + |Vul? + m?|ul?] + F(u), (1.6) 


在 R 上 积分 并 且 利 用 散 度 定理 , 就 得 能 量 守 恒 律 (1.3). 
定理 1.1(Morawetz 定理 ) ” 设 w(t,z)e CIR x R”) 且 具 有 分 片 光 滑 的 2 阶 导 
数 , 满足 Klein-Gordon 方程 的 Cauchy 问题 (1.1). # 


E(co) = E(u,R",0)< co (1.7) 
及 
sf(s) —2F(s) >aF(s) 20, a>0O, (1.8) 
则 对 于 任意 的 有 界 区 域 9 CR, 有 L? 局 部 衰减 (1.4) 及 局 部 能 量 衰减 (1.5). 
Morawetz 在 获得 这 一 结果 的 同时 , 首次 建立 了 著名 的 Morawetz 守恒 积分 形式 
与 经 典 的 Morawetz 估计 , 这 在 以 后 波动 型 方程 、Klein-Gordon 方程 及 Schrödinger 


方程 的 研究 中 起 着 极其 重要 的 作用 . 
引 理 1.2 BW w(t,zx) 满足 定理 1.1 中 的 条 件 , f(u) 满足 (1.8), 则 


T 
| lu(t, x) dt < 4E(00), n=3 
0 


T 
( => J J ju(t, z)|“dadt < C(Q)E(co),n = 3), (1.9) 
[ff lu(t, x)| dzdt < C(Q)E(co), nÈ 4, (1.10) 
0 JO 
[ E(u, Q,t)dt < C(Q)E(co), nz3, (1.11) 
0 


这 里 0<T< o. 
注 记 1.1 (i) 容易 看 出 , 如 果 a (lulan) B'(w,9,t) AF, 则 从 引 理 1.2 
就 可 以 得 到 Morawetz 衰减 性 结果 . 在 本 节 的 最 后 将 给 出 其 详细 证 明 . 


(i) R Mu = ur + “由 不 变 乘 子 方法 或 变 分 方法 , 容易 看 出 


[Du 十 mm2v 十 f(u)|Mu 


1 Vul? 1 
=ð(uMu) +V: Í —YuMu+=( - zut + | + imla? + FC) 
n-1z, » \Vul? —uz (n—1)(n—8) 2 
4 Sup) Pe ars 
n—1 
+" uf(u) — 2F(u)), (1.12) 


2r 
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这 里 用 到 umu- 2. sma? - 0. ER 上 积分 上 式 , 利用 散 度 定理 , 就 得 


= 人 “( z u)az+ f (val Uz) - 
| u? 
+ A -dz 


+2 S -FUNE n>4 (1.13) 


特别 , 当 n = 3 时 , 注意 到 -A- — 4n5(0), (1.13) 就 变 成 了 


-5 f (ur Veet 人 vut- [Vul? = Ur is + 2ru2(0, t) 
dt Js 


uf(u)—2F(u) 
+f wo -3 


由 平移 不 变性 , 还 有 


2 ,2 
-5 | u(u toler f [Vul ar as + Qu? (a, t) 
dt R3 r R3 r 


+f uflu) -2Fu) 3 (1.14) 
R3 T 


(iii) 另外 , 在 估计 uel ceca), lulle 时 , 常常 需要 局 部 的 Morawetz 守恒 形式 . 
例如 , 设 E(x) = &(|z|) = E(r), 取 


Mu = €(7) fue — ul = = n= Vu +l, (1.15) 
由 不 变 乘 子 方法 或 变 分 方法 mee (1.12) 两 边 乘 以 £(7)), 整理 就 得 
[Du + mu + f(u) Mu 
=84(€(r)ueMu) +V- {en ( - vet =| gug p AL 
| L nêja +) i nizu) +e [eae Vu)? n-1(e-Vu) | 


2 72 
jul? Yo m?lu’? (n — 1)|u |Vul? — ur 
+ F(u) + eae) + ¿(r 7) Zeur 


T Vu 
r 


PDM I eu? + 9—* (uf (u) ~ FWE). (1.16) 
引 理 1.2 的 证 了 明 ee 仅 需 在 条 件 


suppp(Z) C {x | |z| < k}, suppw(z) C {x ||] < k}, KEN (1.17) 
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下 证 明 引 理 1.2. 事实 上 , 对 于 任意 的 (zo,t0) € R+, u(x,t) 在 以 (20, to) AW 
Fax (20) = {(z, 0) : |z — zo| < to} 为 底 的 锥 

A(x, to) = {(z,t) | |x — zo| < tp —t,0 < t <S to} (1.18) 


上 的 值 仅 依赖 初 值 (w(x,0),wi(z,0)) 在 Q(zo) 上 的 值 . 因此 , 对 于 Klein-Gordon 
方程 的 任意 一 个 解 u* (x,t), 


u*(z,0) = u(z,0), vr(z,0) =ur(z,0), 2 E Qi (T0). (1.19) 
WIZE A(zo,to) E, u(x,t) = u*(z, t). 
今 设 

suppu” (zx, 0), suppu; (x, 0) C {(x,0) | |x — ro] < 2to}, (1.20) 
E* (oo) < (1 + €)E(oo), (1.21) 

AB E(to) — E* (to) 

i — ce 二 二 0 一 0- l 

im E =0, E(oo) (1.22) 


由 (u*(x, 0), už (x,0)) 的 紧 文 集 条 件 知 u* (x, t) 满足 引 理 1.2, BY 
| aaa dt 二 | "jor (zo,t)|?dt < 4E* (00) < 4(1 + €)E(co). (1.23) 
0 0 
令 to 一 oo, 并 注意 到 zo e R” 的 任意 性 就 得 
[ lu(zo,t) Pdt < 4E(ov). (1.24) 
同 理 , 对 于 任意 的 有 界 区 域 OCR", 可 取 to > 0 充分 大 使 得 9 c Neslo). 因此 
f or la Q, nd l O Blut, Q t)dt <O(Q)E*(c0) <C(O)E(co)(1te). (1.25) 
0 0 


4 to 一 œ, 并 注意 到 zo e R 的 任意 性 就 得 (1.10) RZ. 

先 来 考虑 n = 3 的 情形 . 注意 到 初 值 具 有 紧 支 集 的 条 件 及 解 的 有 限 传 播 速 度 
的 性 质 , 就 (1.12) 两 边关 于 (tr) 积分 , 并 且 注 意 利用 散 度 定理 (或 直接 对 于 (1.14) 
关于 时 间 变 量 积分 ), 可 见 


T T 2 ,2 T _ oF 
2 | cbPat+ f | Marat+ f f uf (u) = 2P (u) a nat 
0 0 JR3 7 0 JR3 了 
T 


一 一 | 人 l (u + 3 màn E (1.26) 
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利用 Holder 不 等 式 及 Hardy 不 等 式 
人 Paz < ul, (1.27) 
得 到 


on /eaPat+ [ (Vel — ur) + (ufu) -2F U) gs < 4B (co). (1.28) 
0 0 R3 


T 


注意 到 
\Vul? —u2>0, uf(u) —2F(u) > aF(u) > 0, 


由 (1.28) 就 得 估计 (1.9). 
对 (1.13) 两 边关 于 时 间 变 量 积分 , 类 似 于 (1.28) 的 推导 , 就 得 到 


T f Vu -u uf (u) 一 -2E (u) 
J a de dt 十 二 一 - = f dzdt 
(n — 1)(n — 3) U ae n 
wae [ 人 vd dt <4E(c), n>4. (1.29) 
因此 ， 对 于 任意 的 有 界 区 域 Q cR”, W p= dist(0,Q) 十 |Q|, WA (1.29) 就 得 到 


ma n— -Ved fs “ardt < | (n= e-d- fs —z dadt < 4E(oo). 


因此 , 
| | u*dadt < C(Q)E(cc), n>4. 
0 Q 


下 面 来 证 明 估计 (1.11). 对 (1.12) 两 边关 于 (t, 2) 积分 , 利用 Holder 不 等 式 及 
Hardy 不 等 式 , 就 得 到 


[Of Iaat fS ORO art aeo) 


因此 , 对 于 任意 的 2 CR", |Q| < œ, 有 
= (uf (u) 一 2F(u)) dzdt < 4pE(oo). (1.30) 


T 
f f iva? - u2 + k 
o Jo 2 


注意 到 
Vu- Č. (2 vw)| = 
zx| \ fa] 


[Vu]? — u2 = “2 a (yew) (1.31) 
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H Qjk = ZzjO% 一 Zr.0;. 再 根据 方程 关于 平移 及 旋转 变换 下 的 不 变性 , 从 (1.30) FE 


Th 2—yu— eral (E= z— wo) y E R”. (1.32) 


dadt < C(Q)E(oo), 
若 0¢ 0, 在 0 的 邻 域内 选取 不 重合 的 两 点 y,z 9 0, 则 对 于 定义 在 人 上 的 连 
续 问 量 场 Vu, 总 有 


Vu(z,t) =a(z) (Vew — eh 人) 


|z — y| 
+ B(x) (ve -ma ¢ a vu)). (1.33) 
注意 到 
la(z)|, <C，7ze0，|o5| < oo， (1.34) 
就 可 推出 
T 一 1 
| f (ivu + aF(u)) dzdt < C(Q)E(oo). (1.35) 
0 Jo 2 
4060, 在 0 的 邻 域内 选取 三 个 不 在 同一 平面 的 点 % z, w, 此 时 就 有 分 解 
,TY /TY yo, 
WI rg) 
r—z fzr-z 
+A) (Ven "lea (i - ave) 
zr—wf@r—w 
仿 前 面 的 讨论 就 得 估计 (1.35). 


下 面 来 估计 lule, lulz. 对 (1.16) 两 边关 于 (t,x) 积分 , 利用 散 度 定 
理 , 整理 就 得 


[ [o/b + out iur 


Ape 2 + not aa dt 
-S f Seo E+ eww 
0 JR? 2 

2_ 
-e We a 


Ar3 


7 (uf(u) — 2F(u))+ (n=V(n=3) 2 "| banat 
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T 
-| é(r )2 + (n= Vu udz| , n>4, (1.37) 


2r 0 


[ [se ae. fu mut, Ht Jax dt 
-f f fetr) ee + F(u) -中 


_ en bai — u? + uf (u) — a0) Jazas 


T 


T T 
— | elr) ee de] — 2n | E(r)|u(zx,t)|?dt, n=3. (1.38) 
R3 r 0 0 


选取 E(r) 满足 
| ér(7) 一 一 上， rs ro, (1.39) 
E-(r) =0, r>ro. 
记 
D = {zx | r = |x — qol < ro}, ro > 0 待定 . (1.40) 
7 | 
在 上 式 两 边 同 时 加 上 (n—1) [fg (r)ubdndt, 且 利用 
0 JR” 
n— luu, n-—1|ul? 
( pA ny 
u \?  3(n-—1) lu]? 
=(n — 1) (u + z) + e pm ?7 > 3, (1.41) 
就 可 以 推出 
T lul?  3(m—1) jul? m2lul? u\? 
[f | 号- 十 T Me- ME +n 1)(u +E) Jaca 
ul? — u2 
=f f {eto [RE r+ ma -en 
n — n—l1)(n—3 
十 op l uf (u) — 2F(u)) + a bazar 
T 
n r 0 
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类 似 地 , 有 
三/ ér(7) 十 a 一 mul +2(u, + 2) Jasas 
-f 人 (so ee + F(u) + ul 


— &(r [m sae banat +27 J 7 €(r)|u(x, t)|2dt 


, n=s. 


- [ da, 
4K ro BMV (ro = RY ) 就 有 


人 I, (e+ + u?) dzdt < Ks Bloo) n>3. 


由 (1.35) 及 (1.44), 可 得 
[ E(u, D,t)dt < Ko E(oo), To = v3(n = 1) 


4m 


另 一 方面 , 总 存在 有 限 个 D KEHA H, 相 加 就 得 估计 (1.11). 
定理 1.1 的 证 明 H Newton-Leibniz 公式 及 Holder 不 等 式 就 得 


t 
t-n) | uaz = f e- [ paz| dr 
2 t1 Q T 
t t 
=j f waver +2 | | -tiuu zar 
tı VQ ti JQ 


t t 
<2 J | u?dzdr + f f (r — t1)?lu,|?dzd7. 
ti JQ ti JQ 


W t =t-1, 注意 到 


f /weaPaaat [ E(u, Q, t)dt < C(Q)E(oo), 


im | lute sar = 0. 
t— oo Q 
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(1.43) 


(1.44) 


(1.45) 


(1.46) 


(1.47) 
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下 面 来 证 明 能 量 衰减 设 QUo) 是 以 zo 为 中 心 , p 为 半径 的 球 . 记 
GQ) = Ben dap, p<p< ps (1.48) 
这 样 一 来 , 就 有 


T T pfp2 p2 
G(t)dt = E(u, Q(p), t)dpdt < E K,d 
| coa- |/ [ (u, %(p), t)dpdt < (ce) f pdp 
<E(00)Kmax(p2 — p1). (1.49) 
男 一 方面 , 注意 到 
E(u, Q(p), t) = | (ututt + VuVue + muu, + F’(u)uz)dz 
Q 
= j (u,Au — muur — f (ujus + VuVut + muus + F’(u)ut)dax 
Q 


=f (uAu + VuVuz)dz = | V - (utVu)dz 
2 Q 


= f urutdo, (1.50) 
|z|=p 
有 
p2 p2 
Gi = | E(u, Q, t)dp =| J uruidodp =| UturdZ 
pı pı /|z|=p pı S|z|<p2 
<i | (u? + ui)dr < E(oo) (1.51) 
S2 Jre t OT l 
因此 
Jim G(t) = 0. (1.52) 
注意 到 E> 0, 有 


jim E(u, Q(p1),0) < jim — 


1 
Tr G(t) =0. (1.53) 
注 记 1.2 (i) EEE, L 衰减 估计 (1.4) 可 由 
S] lu(t, x)| dzdt < C(Q)E(œ), (1.54) 
0 Q 


= | u(t) dz < | (us|? + |Vul2)da < oo (1.55) 
t Jo Q 
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直接 得 到 . 

(ii) 引 理 1.2 的 局 部 能 量 的 可 积 性 估计 (1.11) 意味 着 
[ luel dt <œ, ae. 2ER. 
0 
记 4 是 使 得 (1.56) 成 立 的 z 的 集合 , 则 
Jim u(x,t) =0, TEA. 

事实 上 , H Newton-Leibniz 公式 


t- t)lulzo t)? = 人 [er 一 wo,njvdr 


ti 


= lon)ar+2 f (T — tı )luur (z0, T)|dT 


t 
ti t1 
t t 
<2 | udr +f (T — t1)?|u,|?dr. 
ti ti 


Wt; =t—1, >t— œ, M@ (1.57). 
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(1.56) 


(1.57) 


(1.58) 


(iii) 在 上 面 的 定理 证 明 中 , 用 到 了 如 下 的 数学 分 析 结 果 . 设 f(t) > 0, IPO < 


oo. F J f(t)dt < 00, 则 成 立 
0 


dim f (t) = 0. 


(1.59) 


采用 反 证 法 . 若 不 然 , 存在 so > 0, 对 任意 的 了 > 0, 总 存在 t >T EA |f(t)| > ©. 


w 
sup |F 人 | =C<co = |f(t) - f(s)| < Clt - sl. 


则 


2€ 
W T; = Tot > Ti, WES (t1) > £0, 


2 
HY To = tı + E > Tz, WIE f (t2) 之 E0; 


2 
取 Tk = tk-1 + Fe ite > Th, WAL f(t) > €o, 


由 函数 的 连续 性 的 定义 , 对 任意 的 te Te = [te - te + |, A 


E0 


IF| > |F(te)| — IFE) — f(te)| 2 €o — oS. = 


(1.60) 


(1.61) 


(1.62) 


(1.63) 


(1.64) 
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由 此 推出 _ l 
| sae E OmDj =o (1.65) 
k 


0 
|t—th |< $% 


FJA. 


7.2 ”高 阶 非 线 性 Klein-Gordon 方程 解 的 局 部 衰减 


本 节 的 目的 主要 有 下 面 几 个 方面 : 
(1) 设 9 Æ R” 中 任意 有 界 区 域 , 研究 高 阶 非 线性 Klein-Gordon 方程 的 解 是 否 
具有 局 部 衰减 
lim | ju(t, x£) dr = 0， 已 被 Lin 解决 . 
t 一 OO Q 
jim E(u, 9,t) = 0， 仍然 是 公开 的 问题 


(2) 是 否 可 以 利用 乘 子 技术 、Lagrange 变 分 技术 或 Morawetz 相互 作用 位 势 方 
法 来 建立 Morawetz 守恒 积分 形式 或 Morawetz 估计 . 在 此 过 程 中 , 可 以 熟悉 或 了 解 
导数 的 分 解 与 合成 技术 , 为 非 线性 估计 打下 良好 的 基础 ， 

(3) 是 否 可 以 利用 Morawetz 估计 或 新 型 的 Morawetz 估计 来 建立 高 阶 非 线 性 
Klein-Gordon 方程 的 散射 性 理论 . 

就 简单 的 高 阶 非 线 性 波动 方程 (classical vibrating beam equations) 


aioe (x,t) ER” xR, 
u(0) = (z), ut(0) = (2) 
的 经 典 研究 , 现 有 的 结果 大 致 如 下 (参见 文献 [Lev2]): 

(i) 对 于 形 如 


f(u)~ut+O(ul?), 1<p<1+ -一 高 阶 Klein-Gordon 型 方程 ， (2.2) 


业已 证 明 (2.1) 在 H?(R”) x L2(R") 上 的 局 部 适 定性 . 
(ii) 若非 线性 函数 满足 
flu) =ut|uP tu, p>1+=, (2.3) 
业已 证 明 (2.1) 在 A(R") x LR”) 中 的 低能 量 散射 性 . 
(iii) 非 线性 函数 满足 


fu)=u- lu-u, 1<p<1+ >; RRREKIRED. (2.4) 
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有 关 孤 子 解 或 驻 波 解 的 存在 性 、 稳 定性 与 不 稳定 性 均 已 有 研究 . 
Strauss 猜想 ” 当 非 线性 函数 满足 


8 8 
一 2 一 1 一 —— 
flu) = u + |u|? u, t+><p<1+-—] (2.5) 


时 , 问题 (2.1) 在 能 量 模 意义 下 散射 性 结果 成 立 . 
基本 假设 : 设 非 线性 函数 满足 


F’(u) = f(u), F(0) =0. (2.6) 
则 (2.1) 对 应 的 能 量 解 满 足 
E(u,R",t) = 人 fiai ?+ Ad + F(u) bas = _ F(u,R", 0). (2.7) 


在 陈述 定理 之 前 , 先 引 入 一 些 记号 . 
#,=-—, 0,= =a, Nij = 24,0; — 250}. (2.8) 
命题 2.1 Qy 与 0, 是 可 以 交换 的 , 是 对 任意 的 导数 8, 有 如 下 正 交 分 解 : 
ð; = “a, + tiaj = £;0, + Žig, (2.9) 
这 等 价 于 


— J J J 
r r r r 


=? (vu) + (Žan, 了 72， a L059) . (2.10) 


r 


证 明 ”可 交换 性 与 等 式 (2.9) 是 显然 的 . 下 面 验算 其 正 交 性 . 事实 上 ， 


Zi pu- Žig; u =a ru(zjðiu — Ti0;u) 


=0 ru( tjTjOi 一 T7880) u) 
=0,u(£;0. tu 一 £;0;u) = 0. 
命题 2.2 ”对 于 所 有 的 二 阶 导数 , 有 如 下 的 正 交 分 解 : 


OO0ju = Riju + Siju, (2.11) 
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其 中 as 
Riju = $i2;02u + “Ou, (2.12) 
Siju — = Okjðru + 0; | “Hob (2.13) 
特别 , 有 
Au = Riu + Siu = O2u 十 一 一 lo 十 = > 08 u. (2.14) 
r r jk 
证 明 ”直接 验证 
0,0;u = 0;0;u, ð; = #0, + Aaj, 
故 


Oj;Qiu =£;0;0;u + Oj (ĉi)ð u + 0; l ouu | 
-8 十 “ton; hou + Oij — Bibs o y + REIN 
T r r 
=Riju + Siju. (2.15) 


定理 23 Wn>5, ultr) 是 (2.1) 的 光滑 解 且 在 oo 处 有 一 定 的 衰减 (确保 
分 部 积分 可 以 进行 ), Mu = ur + u. 则 有 如 下 恒等式 : 


27 
d (n — 1)(n— 3) u? 
=— M 一 一 一 一 一 —d 
0 dt 人 ude + 2 Rn r3 7 
2 _ 2_ 4,2 
n tena 19 Vy vu, + P 
2 Rr r 


4 3(n— {n= 3)(n — 5) Uy 


Rn Tr 


4 nt f uf(u)— 2F UY) ir, (2.16) 


r 


其 中 
2 
P= 2 D (Sizu)? — > (assy) | 之 0. (2.17) 
证 明 ”为 方便 推导 , 用 = 表示 在 相差 一 个 关于 空间 变量 的 散 度 项 的 意义 下 是 
相等 的 . 直接 验证 , 可 见 
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(u + f(u))Mu =0,(Q,uMu) — Ou Mu + f(u)Mu 
=0,(QuMu) — {ðu . 0,0,u — On F (u)} 


+ "= {-@u)? + uf(u)}, (2.18) 
这 里 重复 出 现 的 指标 表示 求 和 . 
(O2u + f(u))Mu 0. (Ou Mu) + Ok (=) E — F(u} 
+ TH- (8u)? +uf(u)} 
=0,(duMu) + 1 一 {uf (u) — 2F(u)}. (2.19) 


2 
下 面 来 估计 (Atu)Mu. 注意 到 


Uiijj Uk =(Uijj Uk)i — UijjUki = (Wijj Uk)s 一 (UjjUki)i + UjjUiik 


1 
=(UijjUk 一 UjjUki)i + 5 (Vii)k, 


即 | 
Wiijj Uk = (UijjUk — UjjUki)i + 5 (Wis) es (2.20) 


同 理 可 得 

UiijjU =(UijjU — UjjUi)i 十 UiiUjj, (2.21) 
Ik _ Tk Tk 

(A ur tag = — (UigjUk — UjjUki)i + pr (Wii)k 


7 Lk Tk 2 
~ — | T | Wide — Ujjtri) — | >>) Yi 
r i r k 


(Pk Cui ur wp) — a 
r r3 t33 ju" 27  “ 


LiLk 
ii + Dr3 (wisi Ue 一 UjjUik)s (2.22) 


1 7 一 工 
=z (UiiUjj — ijji) — a 
7 一 ] n—i n—1 
Muu jd = | (usa — ug; ui), + ug ai 
n-1/1 n—1 2 
~x- (=). (Uijju — Uy Us) + Un 


n — 1 Ti n— i1 
= 了 73 (Wigs 一 Ujj Ui) + p Vi (2.23) 


结合 (2.22) 及 (2.23) 就 可 以 推出 


1 TiT 
2 ~ ink 
A*uMu Re (Uiiig — Wig jus) + 3 (UijjUk — UjjUik) 
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— 1 i 
一 5 Ugu 一 Ujjui) = I + II + III. 


下 面 进行 竣 散 度 形式 的 处 理 , 简单 计算 得 
Suiz zui) = u| zt) 
J 2 
1 1 1 1 
SUijUij + Wajda = A rr) 
1 1 1 1 1 
A Wig Was 十 Wij Ui m , + 7 tig Ua + UiUji m , — (uju;;) T ， 


2 1 1 
S UijUij + 2Uijui (7) 一 (ujuj;) (=). 


TiTk TiTk 
Il Rg (UjUijk 一 UijUjk) + (25: (U;Uik 一 UkUij) 
j 


Lilk 


(2.24) 


(2.25) 


TiT 
~~ Dij Uj 7 十 (Uw; Usk 一 UKUi; ) (=F ) 一 Uij Uj ( 3 ) ’ (2.26) 
r r j T k 


2 


n—1l1fl 
MI = — 9 (*) (Uijju — Uj; ti). 


结合 (2.25)~(2.27) 就 得 


2 TiT 1 
(A?u)(Mu) Ui Ui 一 uijujp— 十 2Uij Ui (2) 
r 7 Tjj 


LiL k 


1 
一 (wil;;) (2) 十 (UjUik — unis) ( r3 ) 
i j 
Lik n—1/i 
“ugua a r (ussite — Uj ji) 


9 1 n—3 1 
=> bg 一 (von + 2uijui G) + =y (Wy) G) | 
j t 


n—1/i TiTk TiTk 
— 5 ( = ) Uygu + (UjUik — Uktij)| 3 | — Uiju 
2 rj; r j 


= > [Vu]? — |0-(uj)/?] +a+b+c+d+e. 


J 


分 步 估计 : 


1 —3 
an —u? (*) = n 3 [Vu]. 
T jj T 
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注意 到 


2 2 ， 
7 一 3 ofl n—3 1 
Sa Irj, 2 Nr 
ii ij 
(n — 3)? > n-3 > 3(n-3) ， 
_ Ar3 [V | + 3 [Vul Dr3 r 
(n — 3)(n — 5) > 3m 一 3) ， (2.31) 
Ar3 [Vul os” 


r); T 
n-i 2 1 n—1 1 n—1 1 
A2 一 N — 一 一 Ui — 一 一 . — 
4 4\r/,, 2 7 7 /5 2 Nr ijj 


— 1 — — 1 —] —1 1 
~ )(n 一 3) [Vu]? + Vu" 一 3m —1) 2 十 二 一 -21 -= 
2r3 2r3 4 ‘jj 


= vul 一 sn + Sina Neon), n>5. (2.32) 


特别 ， 当 n=5 时 ， 
(2) 7 -A (2) = 16x75(0) => (2.32) 最 后 一 项 变 成 167 |u(0,t)|*, (2.33) 


d =( (uu), 一 (uu); ) (55) 


—_ (n — 2) [Vu]? 4 3(n _ 2) u2 2 Yul? _ 3 1) 2 
r3 r3 r r3 T 


_ 2， (2.34) 
T 


这 里 用 到 
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(n—2)6;; 3(n—2)a;2, 
-( = Í E i). (2.35) 
Tirk)  _ (n—2)di% 3 一 2)0iZ _ (n — 2)(n—- 3) (2.36) 
r3 Ja r3 r5 r3 
TiTk 0ijTk Okj Ti SL; LEX; 
r3 \ ps + rp | 
jj j 
Oij0jk 30ijTiTk Okj Oi; 30Kj LiL; 
Ae e a e 
3NT;£k 30;;0;2~  3Örizi 157irk72 
— ak _ ke L, (2.37) 
, _ 2 _ 2 
(E2) uay =- EATE , Se- 0.59) 
r? Jik r T 
| 2 _ 2 
(=) Usp Val" _ (n= 1) url” 1) [tr | (2.39) 
T - T T 
jj 
注意 到 (2.36), 直接 验算 就 得 
n—2)\(n—3 
er eS) gu? (2.40) 
将 估计 a,b,c,d,e 代入 (2.28), 就 得 
2 2 2,,12 2 (n — 1) 2 2 
(A*u)(Mu) ~- | |D°ul" -Vw | + >ya il - DIVul ~ 6u,} 
3u? 
— — — 5)—., 2.41 
+ (n—1)(n~3)(n—5) (2.41) 


由 (2.19) 及 (2.41), 关于 空间 变量 r 积分 , 就 得 


d n—1 (n — 1) 9 9 
-2 „+ + _ 1)|Vul? — 6u2}d 
0 T 人 Ou (« > u) dx 53 /ta \|Vul* — 6ur }dz 


u2 
+ 人 pu 一 (von dg + (n —1)(n — 3)(n — 5) 人 “de 
n— i1 
+ f fo- Foar. (2.42) 


当 n >7 时 , 容易 从 上 面 的 式 子 推出 经 典 的 Morawetz 估计 . FRR n > 5 
的 情形 , 需要 重新 改写 (2.42) 中 的 求 导 项 的 表示 形式 , 以 便 更 清楚 地 知道 它 的 正定 
性 (或 非 负 定性 ), 由 表示 式 (2.11), BH 


|Du|? => |0;0;u|? = N {(Ryu)? + 2RijuSiju + (Siju)? }. (2.43) 


tj tj 
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为 上 述 目的 , 先 证 明 几 个 断言 : 
断言 I 
SSR) (Su) ~ AS vut — (0,u)*) > 0. (2.44) 


证 明 ”事实 上 , 利用 表示 式 (2.12), (2.13) 将 4(Riju)(Siju) 展开 , 它 包含 三 类 
项 . 其 一 是 包含 形 如 D jN 的 项 , OL 的 反 称 性 可 见 它 等 于 零 0. 第 二 类 项 


是 
42i (ožu — ler) ° af Eou) 
r ‘| or 
和 (au 一 ler) ， fa 区 一 sy One | 
r r T r 
=0. (2.45) 
第 三 类 项 是 
16 工 6 Tk 4 vk 
iD ru- O; T Niu =z ruð; 7 (TkOiu — Wiku) 
4 Ti _ 4 | 
一 二 Oru0 区 一 gr =.3 0,u0;(A;u) 
r 
这 里 用 到 ; 
A; = Oi = 0; — ĉ;ðr. (2.47) 
显然 r? rz 
ziAi = 1,0, — —- - =, = 0, (2.48) 
r r 
~ gl Ti p ~ gh 
Ai f(r) = Of (r) — tif (r) = -i (r) — tif' (r) =0, (2.49) 
4i0 = rA; + lA, Rp [A;, 0, | = “Ai. (2.50) 
r 


关于 (2.50) 的 验证 : 
AiOr-u 一 0,A;u =(0; 一 tiOr Oru 一 0, (ð; 一 £;,0,)u 
=0;ð u — 0,0,.u + 0,(£;)O-u = 0; (=) - Oju + 0,(2;)O,u 


2 
LEK TiTk 


ô.. r: 
J Oru — 4 
T 


iTj 
=- Oju — r3 Oiu 十 


Oru 


r2 


1 Ti Ti Ti 
=-d;u — Zôu + ru — Oru 
T T T T 
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=* (ðu — 4:0,u) = TA. 
r T 


由 a: 的 分 解 定义 , 利用 (2.48), (2.49), 直接 验证 


一 40; (4a) Aju = — 4(£;0, + Ai) (40) -Aju = —4A; (a) Aju 
r r r 


二 一 4 0 . Aiu = _4 0, Aju + LA - Aju 
r2 r2 T 


-( 一 2a, — 5) (2.51) 
XE wo, (Au)? = |Vul? — |d-ul?. 故 


-AD ivy? -la (2.52) 


2 
=|D?u|? ŽS jopu + 一 
r T 


+ Esau) 


ARTS) vu? — [8-9] (2.53) 


+ —— 


事实 上 , 按 (2.12) 的 表示 式 ， 直接 计算 就 知 


` [Riju]? = ` ae 22u]? + 222; (Sij — it; ) Ou - “a, u 


1<i,j<n li, jn 


十 (65 — 2:85) 


=(07u)? + 一 Me. (2.54) 
由 (2.43) 及 断言 I 的 结果 就 得 (2.53). 
断言 III 
(Vu) e|? = |0,(Wu)|? = |aFul? + > (es Sisu)’ (2.55) 


事实 上 , 按 (2.12) 的 表示 式 , 直接 计算 就 知 


OrOiu = £;0;0;u = Êj (Riju + Siju), (2.56) 
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jt; Ryu = 8; (4:20? + 3 ta.) = #,07u, (2.57) 
这 里 
人 ji 亿 一 ££; AjOru + Li;0; Aju 二 0 十 Lj;0; Aju = ðr A;U. (2.58) 
由 此 推出 
ĉj; Riju ° ĉjSiju = 3u ° O, (4; Aiu) = 0, (2.59) 
这 里 用 到 


、 pe 
aai pa p) = ie ao 
将 (2.53) 与 (2.55) 代入 (2.41), 就 得 到 
2 
十 > (Syu) 一 >, (EsSu) | 


n—1 
(ul? [8] + vu — 2) 


mn Dm 2 
2r3 r 


(A?u) (Mu) m2 | 


+ Hee?) 5) 


3u? 
+ + (n—1)(n—3)(n - 5) 75 


_(n=1)(n—=3) 2 rn’ +2n—19 


a a aie 

+ (n—1)(n-3)(n- 52 + P, (2.60) 
这 里 P 由 (2.17) 所 定义 . 特别 , An =5 时 , c 的 估计 需要 修改 事实 上 , 注意 到 
此 时 , c 中 的 最 后 一 项 应 改 为 


为 方便 起 见 , 4 n= 5 时 , 常常 认为 上 述 非 负 项 包含 在 P 内 即 可 . 
推论 2.4” 设 n>5, w(t,z) 是 (2.1) 的 光滑 解 且 在 oo 处 有 一 定 的 衰减 (确保 
分 部 积分 可 以 进行 ), 进而 假设 


uf(u)—2F(u) > cou”, co>0. (2.63) 


f j [ uf(u) — 2F WW) qt < CE, (2.64) 
0 n T 


则 有 如 下 估计 式 : 
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co 2 
f Vu dz < CE, (2.65) 
0 Rr T 
OO uy? 
f | ~dadt < CE, n>6, (2.66) 
0 Rn T 
sup | jul@dt < CE, n=5. (2.67) 
z Jo 


证 明 “由 能 量 守恒 (2.7) 推出 u(t) e H?. 利用 Holder PER, Hardy 不 等 式 
及 (2.16) 就 推出 上 面 的 估计 (2.64)~(2.67). 特别 , 4 


fu) u+ lutu, p>1 (2.68) 
时 , 就 可 以 推出 经 典 的 Morawetz 估计 : 
ju +2 
J ——derdt < E(u,R",0), n25 (2.69) 
RJR* 了 


注 记 2.1 (i) Lin 最 近 建立 了 定理 2.3 的 局 部 形式 , 从 而 可 以 得 到 如 下 局 部 能 
量 估 计 
f E(u, 9, t)dt < E(u,R",0), 2 是 任意 的 有 界 区 域 . (2.70) 
0 


作为 Newton-Leibniz 公式 的 直接 结果 , 得 到 了 局 部 lullen) 衰减 
Jim | u(t,2)|? = 0，9 是 任意 的 有 界 区 域 (2.71) 
然而 , 仍然 无 法 证 明 局 部 能 量 衰减 : 
lim E(u, 9,t)=0, Q 是 任意 的 有 界 区 域 . (2.72) 


(ii) 一 般 相 信 , 对 于 上 述 的 高 阶 Klein-Gordon 方程 的 Cauchy 问题 , BON TER 
果 应 成 立 , 理由 与 具备 的 条 件 是 

(a) 已 经 证 明了 上 自由 方程 的 色散 型 估计 
2<q<2+ L, 


le llzer) < (1 + lth)? © |]v(0), v(0)llx, | 
2<g<o%, n<4, 


ix OX = H? x L?. 
(b) 业已 建立 了 Strichartz 估计 


8 12 
lOl) $ lolx, 2+—<q<2+——. (274) 
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(c) ž n > 5 时 , 业已 建立 了 Morawetz 估计 (2.16). XF n < 4 的 情形 , 可 以 
建立 新 型 的 Morawetz 估计 . 
基于 上 述 理 由 , 可 以 猜想 : 至 少 在 非 聚 焦 


flu) u+ lu i, 1+ <p<1+— (2.75) 
的 情形 下 , 散射 性 理论 成 立 . 
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本 节 来 考虑 如 下 非 线 性 波动 方程 的 Cauchy 问题 


un — Au=—|ul tu, (t,2) ER x R”, n 33, 
u(z,0) = d(z), «x ER”, (3.1) 
ur(z,0) = ¢Y(z) ZE 有 R7 

在 低能 量 空 间 中 的 整体 适 定 性 问题 . 

最 近 , 许多 数学 家 致力 于 研究 发 展 型 方程 (组 ) 的 低 正 则 性 问题 (参见 文献 
[Bol], [Bo2], [KM1], [KT1], [KT2], [KVP2], [Mi5], [Mi6], [So2], [Ta], [Tat]). Arif 
低 正则 性 问题 就 是 寻求 尽 可 能 低 正 则 性 空间 , 使 得 当初 值 属于 此 低 正 则 性 的 空间 
( 具 粗 糙 初 值 ) 时 , 研究 相应 的 非 线 性 发 展 方程 的 定 解 问题 的 适 定 性 . 一 般 地 说 , 低 
正则 性 问题 的 局 部 适 定 性 主要 借助 于 Strichartz 估计 与 分 数 阶 求 导 技术 , 相对 而 
言 就 容易 些 ， 低 正则 性 问题 的 整体 适 定性 就 要 困难 得 多 , 因为 此 时 不 存在 相应 的 

E 量 不 等 式 . Bourgain 首次 提出 了 Fourier 截断 方法 , 证 明了 Schrödinger 方程 在 
Hs(so <s <1) 中 的 整体 适 定 性 . Bourgain 方法 的 核心 是 将 初 值 分 解 成 低频 与 高 频 
两 部 分 , 用 自由 方程 来 演化 高 频 部 分 , 非 线 性 方程 来 演化 低频 部 分 , 证 明 相 差 量 满 
足 一 定 的 正则 性 (满足 相应 的 估计 ), 最 后 证 明 这 一 过 程 一 直 可 以 进行 , 从 而 获得 低 
正则 性 问题 的 整体 适 定 性 . 至 于 处 理 低 正则 性 问题 方法 还 有 Tao 的 了 能 量 方法 , 有 
兴趣 的 读者 可 见 文献 [KT2]. 

就 波动 方程 低 正则 性 问题 的 整体 适 定 性 而 言 ，Kenig, Ponce 及 Vega [KPV2] 
给 出 了 三 维 空间 中 的 结果 , 我 们 借助 于 Keel-Tao 的 端点 时 空 估计 与 非 线性 函数 在 
Besov 空间 的 估计 , 得 到 了 Klein-Gordon 方程 低 正则 性 问题 的 整体 适 定性 (参见 文 
献 [Mi6]). 这 里 以 高 维 波动 方程 为 例 , 阐述 处 理 低 正 则 性 问题 的 整体 适 定 性 的 技巧 
与 思想 . 

先 回忆 低 正 则 性 问题 的 局 部 适 定性 的 结论 . B (ola), (x)) € H9(R")@H*(R"), 
其 中 Hs = D-II2(R")， 

{ E(v(p),1], n=3 H p=2, 


s € p(o), 1], n>3Rn=3Hp>2, (3.2) 
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n+l 1 4 
一 一 一， k <p 乏 工 + 一 一， 


Ro, 1+ <p +, 
2 p- TI Tn-2 
n + 1)? 


则 Cauchy 问题 (3.1) 在 [0, To) 是 局 部 适 定 的 ， 这 里 To = To( lll 六。 Il? || grs-1), 
s € (v(p), 1] (参见 文献 [LS], [So2]). 5 n > 4 时 , 含 端点 s = vle) 的 情形 (参见 文 
献 [KT1]). 

定理 3.1 设 se (a(p),1), 其 中 alp) 满足 


2(p — 1)? — (n +2 — p(n — 2)) - [n +1 — p(n—1)| 


alp) = (p Ijin +1 p(n 3) 
n>4, ko(n)<p< a (3.5) 
Á 2(p — 1) (n+ 4— p(n — 2)) | 
n=5, r p< HE, (3.6) 
alp) -2PH + (n +2- pln = 2)) “(np = n= p= 2) 
2p(e — 1) + 2(p — 1) (n +2 — p(n — 2)) 
n>6, BF <p<min {tS sl (3.7) 


则 对 任意 的 T > 0 及 (b(x), (7z)) € (Hs(R")N Le+!(R")) @ H2-1(R"), Cauchy 问 
题 (3.1) 在 [0, 了 T) 存在 唯一 的 解 u(t) 满足 


u(t) = K(t)¢+ K(t)y + z(t) (3.8) 
与 估计 
sup ||z 人 | < CTF, (3.9) 
(0,7) 
这 里 K(t) = sin(—A)2t/(—A)2, 


_2(9-1)?(1—s) | np—(n+p-1) 
Tn +2—-p(n—-2)... #42. © 


1 
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-2¢-)U-s) np-m+t2) _ 
2 


n+2—p(n—2) pe» 
n—1 n+2 
= ð, <p< ) 3.11 
n—3 PS n—2 ( ) 
_ 1 一 — 
_Pe-)U-s) np-m+p) 08 
n+2-— p(n- 2) 2 
n—1 n+2 n 
>6, 了 二 -< i 3.12 
n 6 a3 p<minj 242," } (3.12) 


注 记 3.1 (i) W ki(n) = 142/(n-2). 容易 验证 , 4 n = 3,4 时, ko(n) < ki(n); 
4n>5 时 , ko(n) > k(n). 进而 


| n > 了 十 < n <6. 
n—3 n~ 2 
n m+ 


> 7. 
n—-3 n—2’ n 


G) 当 mn > 7 时 , 由 于 技术 的 原因 , 我 们 仅 考虑 了 k(n) < p < n/(n -3) 的 情 
形 . 

(iii) 这 里 给 出 的 方法 可 以 用 到 n = 3 的 情形 , 因此 , 从 定理 3.1 就 可 推出 文献 
[KPV2] 的 结论 . 

在 证 明定 理 3.1 之 前 , 先 回忆 一 下 Strichartz 时 空 估 计 . 直接 计算 知 


W(a,t) =K (telz) + K(t)b(2) + | K(t—71)f(a,r)dr 
=K (t)$(z) + K(t)¥(z) + (GF) (2, t) (3.13) 
是 如 下 线性 波动 方程 
Wi — AW = f(z,t), (t,xz)ER x R", 
W(2,0) = ¢(z), ZE 有 (3.14) 
W,i(z,0) = p(x), ZER- 
的 解 . 由 文献 [Mis] 第 十 一 章 的 引 理 3.6, 就 推出 
KOO psec < Oh lgo 2<r<o0, t#0, (8.15) 


这 里 
O(r) _ 26(7) _ y) _1 


n n+l n-1 2 
由 TT* AY. Hardy-Littlewood-Sobolev 不 等 式 及 Sobolev RATE, 就 得 到 
第 2 章 中 的 Strichartz 估计 , 即 


(3.16) 
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命题 3.2 $ m, pz HER, 2 < gq1, Q2, T1, r2 < 00 满足 


2 
0< q; < min(¥(7;), 1), n23, j=1,2, 
j 


(qj, rj n) Æ (2, co, 3), j= 1,2, 


1 
pı + 6(r1) — — = Bw, 
qı 
1 
p2 + ô(r2)- — =1-p. 
q2 


记 Y” = H" x H". 则 有 如 下 结论 : 
(i) 对 任意 的 (9, Y) € YH, (w, hw) € C(I; Y”) NL" (I; BE?) x LY (I; BP) 且 
满足 
Jw; LY (I; BA a)l) + lOww; L” (I; Bera") < CH, ore (3.17) 


(ii) 对 任意 的 f € LS (1; Bu 2), Gf € C(I; H”) N LU (I; Be.) 且 满足 
IGF; L% (I; BE a)l) < CIS; Le(T; BE Ils (3.18) 
(iii) 记 了 = [0,T), 0 < T < œ, 则 
|W; Le (T; B® a)l] + OW; L” (T; BO 2 )| 
<C ((b,w)llv» + |f; L2 ÈZ) (3.19) 
定义 3.1( 波 容许 对 的 概念 ) 称 (ar) 是 波 容许 对 , 如 果 
2<qr<oo, (9,7,9(r)) # (2,00, 1) 


AWE l 
0< 2 <a(r)=(n=1) G- i) (3.20) 


习惯 记 为 (q,r) e À. 特别 , 当 
< = y(r) 
时 , 就 称 (qr) 是 最 佳 波 容许 对 , W (q,r) € A. 
容易 看 出 , WR (qr) 是 一 个 最 佳 的 容许 对 , 则 q 可 以 被 r 唯一 确定 ， 记 为 
q=q(r). 作为 Strichartz 估计 的 直接 结论 , 有 如 下 推论 : 
推论 3.3 KLO>SO 满足 


. . (n+ 1) 
= < 之 . ° 
0 < min(1, £), n=3 BO < min (e 2(n—1))" n24 (3.21) 
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P (4,0) € He x HO, Ml w = KG + K (Ob € LE (x Pe, ») A C(I; H) 


H 
) $ < Co (lloll ge + [Pll pre) , 


w 
| le nL 4 (1; BY AN 
nt+i—4 


el Behe (rrie) < Oo (elie + Illes) 
这 里 Ce 是 一 个 正常 数 . 
推论 3.4 设 o€R,(g,7) EA,(g;,7;) €A G =1,2). W 
lwll (1,759) SO (ollare + wl go) , 


GF Ila: (rbp) SCIFI a (8g) 。 
特别 , 有 


lwileea;tr) SC (lell gem + ell pracn) -1), 
IG FI. (1;873°) <Cllfll (1,87;420-1)? 
IGF IlL; L) <CllF ll (rieo ) 


(3.22) 


(3.23) 


(3.24) 
(3.25) 


(3.26) 
(3.27) 
(3.28) 


注 记 3.2 (i) 在 推论 3.3 中 , 由 Sobolev KAEH, 可 得 到 齐 次 Sobolev 空间 


中 的 Strichartz 估计 , 例如 , 由 (3.22) 可 见 


《一 0 
lwll att (1; .FL 一 9， es L avin) =||D wl Le (1; Lette = ) 
<C4||(D°d, D4)|l2. 


(ii)  (qj,7;) € AG =1,2) A 
1 1 
a+ (ra) — 7 =p=1- (02 + 6(r2) - y, 
则 
—o2 = B(r1) + B(r2) +o — 1, 
故 由 命题 3.2 得 到 


loflar < Clan) 
7 TH 2 


T1; 2) 


IGF lla: (778D) < CFI a (1;B572- 6) ) 
T1, ’ rh 2 


(3.29) 


(3.30) 


(3.31) 


(3.32) 
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SIG Flle (r72) < Cf (1;B7+82)-) ， (3.33) 
(iii) 关于 线性 Klein-Gordon 方程 的 时 空 估计 及 其 推广 形式 , 参见 文献 [Mil] 或 


[Mi2]. 
引 理 3.5 BW ai,az,… ,anw 是 满足 条 件 |a| < k; 的 n 重 指标 . kj 


pg < 00, py 2 0 = 1,2, N), 并 且 
-a(s j=1,2,---,N. (3.34) 
qj n 
若 
> Pi 
>》 a;<=<ġ 2 (3.35) 
a;>0 Pooja 4 
或 
Le . 
a;#0(j=1,2,--,N) H a<-< YH, (3.36) 
a;>0 p a;>0 dj 
则 有 估计 
N N 
[laru] <e Jf ushla» (3-37) 
j=1 P j=1 


这 里 -a 表示 WHO 上 的 范 数 . 进而 , 若 有 


N N 
. 1 Pj 
a; >0(j=1,2,...,N) H aj=-<) 2 3.38 
;>00 ) 2 z Sg (3.38) 
则 有 
N 
Aus] < OA I (3.39) 
Pp “一 一 


这 里 Woo 是 Sobolev 空间 Wie 对 应 的 齐 次 空间 (参见 文献 [Mi8])， 
为 证 明定 理 3.1, 需要 进行 一 系列 非 线性 估计 . 采用 Bourgain 的 方法 来 处 理 . 
将 初 值 函数 (4(z),%(z)) 分 解 成 高 频 与 低频 (正则 部 分 ). 令 y e Cge (Rn") 满足 


1, |é|<1, 
soi E> 2 


定义 
p(z) = $1(7) + ¢2(2), YP(z) = (7) + Y2(7), 
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| (61(2), t (2) = (F Hone E), Few OO) ; 
($2(2), a(2)) = (4(2) — $1 (2), Y) — ya (2)), 
yn (£) = 9(E/N), N > 0 将 在 以 后 确定 . 容易 看 出 $1, Vi € S(R") 且 


I-A = ( f eono ae) 
<( felons ae) 
Ran 


<CNE "Jelly ~ NT, L>s, (3.40) 


K-A) = ( f Nieta - onena) 


<( felere - enoa) 


<CN**\|dllyz2 ~ N, £e [0,5], (3.41) 

这 里 fy ~ gn 意味 着 |fy| <Clawl, C 不 依赖 于 .N. 类 似 地 , 有 
I-A) F piln N, Ls, (3.42) 
I-A) F walla ~ Ni, LE [0,5]. (3.43) 


先 考虑 具 正 则 初 值 (¢1, Y1) 的 Cauchy 问题 


P 一 | n n+2 
an V, (t, x) ERxR , PE (1,255), (3.44) 
v(z,0)=di(z), ve(z,0) =Yi(z), rzER” 
及 其 相应 的 积分 方程 
v(x, t) = K(t)d¢i (x) + K(t)y (x£) 一 | K(t — 7)|v|?~*vdr. (3.45) 


显然 , v(z,t) 满足 如 下 守恒 律 : 
Y p+1 5 
E(v(-,t), &v(-,t)) = ( f (Ive + | Vol? + | dz 
=E(¢1,¥1), vt>0. (3.46) 


利用 (3.40), (3.42) 及 Sobolev 时 入 定理 就 推出 


eft 1 一 5 
[Ov (Da, lOl lOl ~N TY, t>o. (3.47) 
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在 证 明定 理 3.1 之 前 , 先 证 明 一 个 简单 的 非 线性 估计 , 较 一 般 的 形式 可 参见 文 
献 [Wa] 或 [Mig]. i n- + 
、 n—1)(p 
Eae Rkm) <p < 14 = Gam) 2 aAA 
f(v) = |v|e-* a, 则 


fo) Ber) < Cllull 2-00 (3.48) 
证 明 ”直接 验算 


0 < B(r)= l 


p- Un- -2 n+) < 5 


m+ 
1 o-n (1-120) + (1-1220), 


这 里 r fe r 的 对 偶数 . 记 Ayv = v(t y) ol) = wv 一 v, [s] ER s 的 最 大 整数 部 
分 . 注意 到 

If (tyr) — f(v)| < C (oz+g 人 二 wz) ) Ayr, 
则 由 Holder 不 等 式 与 Sobolev MATH, 


IF (tyr) — Fle < Chol Ayolla < lol ioc Ayla: (3.49) 
这 里 
1_1 1-pm 1_1 1-280) 
A r n ° do r n | 
注意 到 Besov 空间 Be, 及 BE m 模 的 等 价 定 义 ， 
~ —m(s—[s]) a mdt m 
lella: = t X sup ||AvDe"oll 一) ， (3.50) 
mu Xe el= 国 IIS 
0 dt\* 
lelles: „~ vll- + (/ t—"™(s—[s)) > sup apeo E) , (3.51) 
' 0 lal=[s] lul<é 


及 Sobolev KA EM Bi? c BY), 容易 推出 


dt 
IFO) Be = (/ tP) sup ||f (7yv) 一 /OB 党] 


lyl<t 


1 


CO dt 2 
—1 _ 
<Cllulle a pe, f tP sup Ayoli, — 
B2 0 t 


ly|<t 


— p—1 , 
=Cllull go lell gay 
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SClolaoo， 


对 于 上 ZL>0,TCR 满 足 0e7 定义 


-lile = su ° + ( mas 
I il 0<o<min(l, zett) | I wate (I;L n+1 a n—1 2 ) 


° L—B(r)\5 > 4, 3.52 
+ Dan 2 | area tate ) n ( ) 
~ n-3 一 
“ig = sup 。 
HT H i ey | lii apa) 
terci od Mensagem BS (3.53) 
那么 就 有 如 下 结果 : 
引 理 3.7 Wu Æ (3.44) 或 (3.45) 的 解 . > 

I=[0,AT] H AT~ Noa od, (3.54) 

车 ko(n) <p < (n+2)/(n—2), Wl 

_ 2(1—s8)(p—1 

Mellin ~ NY AT ~ Noen, (3.55) 


WEAR 取 ” 同 引 理 3.6, (gq,r)EA. 当 k(n)<p<1l+ — 时 , 由 Strichartz 
估计 及 引 理 3.6 就 得 到 


olsacrs Bo") SC lhe + dala] + CLF OV ze cr ee) 


—s n+2— pin- 2) 
<CN'~* + C(AT) lelia, pipoy (3.56) 
HY 
AT ~ N7 #430073 (3.57) 
则 , 
lell zerro) ~ N°, ky (n) < p<1lt+ n5 (3.58) 
由 Sobolev 嵌入 定理 就 得 到 
4 
lloll ~ 一 ja) 和 po<1+ 一 7 (3.59) 


2 
由 注 记 3.1, 仅 需 考虑 当 n = 3 时 , ko(n) < p S k(n) 或 当 n = 4 时, ko(n) < 
p S ki(n) 的 情形 . 事实 上 , 注意 到 


p+1<2p< 


n—2’ 
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选取 
_ (p+1)(n— p(n —2)) 
p{2n — (p+1)(n— 2)} 


易 见 0 < 和 < 1. 由 插值 定理 就 得 到 
和 (1—2) 
lfl SCAT IO 2% rues) all an, 


SCAT IN 3391-9), ate Gamay (1-8) 
<CATN Ss) 


选取 AT Fj (3.57), 根据 Strichartz 估计 , 就 得 到 


Holla <CUOallgs 二 |walla + CF (Ow) rL) 
<CN!— + CATN Apnea) 
SNI, AT ~ NOn, 
‘ . 1 
注 记 3.3 (i) 对 任意 (K,r,q) 满足 上 十 6(r) 一 7 =-12<r<w0S 


1 n 4， 


由 Strichartz 估计 与 引 理 3.7 就 推出 
llllneu;Be,) ~N, 对 充分 大 的 TV， 


这 里 了 = [0, AT) E AT ~ NARD, 
(ii) 对 于 三 维 的 波 方程 , 类 似 的 估计 在 形 如 


| Ile := (4)? -leez + || - lze; r276-9) 


(3.60) 


(3.61) 


(3.62) 


(3.63) 


的 范 数 下 仍然 成 立 , 详 见 文献 [KPV2]. 这 里 的 方法 对 于 处 理 一 般 的 情形 似乎 更 简 


单 些 . 
(iii) 容易 看 出 
|| D°v|| z-0(7;42) < llvllle, O< £. 
下 面 考虑 相差 部 分 y(t) = u(t) — vt) 所 满足 的 Cauchy 问题 : 
yee — Ay = —|y+ vl (v + y) + joo, 
| y(x,0) = pa(x), y(z,0) = a(z) 


(3.64) 


(3.65) 
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及 其 相应 的 积分 方程 : 
y(x, t) =K(t)2(x) 十 天 (bya(z) 一 i K (t — T)F'(r)dr 
=K (t)o(x) + K(t)yp2(1) + z(t), (3.66) 
这 里 F(t) = |y +v (v +y) -— wto. BH 
IF(D| < Clyl? + Chul? |y| = F, + Fo. (3.67) 
引 理 3.8 KRO<l<s<1, p WE 


， [n+2 n 
ko(n) < p < min (5) (3.68) 


4 I = [0, AT) 满足 AT ~ NAD, 则 ||jyllle ~ NE. 
证 明 ”由 注 记 3.1 (i), WR n > 5, 仅 需 考虑 p > ki(n)(=1+2/(n 一 2)) 的 情 
Æ. 由 (3.41), (3.43), (3.67) 与 命题 3.2 就 得 到 


tulle <C alle + ales + Ila ype) 


《一 3 —1 
<o|N ty, a) lye? las (rami) | (3.69) 


第 一 步 . yo (rrm) 的 全 让 
先 考 虑 n=3,，ki(n) < p< (n+2)/(n-2) 5 n 24,ki(n) < p< (n—-1)/(n-3) 
的 情形 . 令 p= 2n/(n+2-22) K y = 2/[n+2—-p(n—2)|, 定义 


g- 1)n-2)-2 ntl 


2(p — 1) n—1’ 
1  (n+1)(n—2)—2(n—1)6 
rh 2n(n + 1) i 
1 n-—2e 
ra Qn 


WW 1/p = (p — 1)/rı + 1/r2, 1 = (p — 1)(n — 1)0/(n + 1) + 1/x. 根据 广义 的 Halder 
不 等 式 ( 见 引 理 3.5), 就 推 得 


al san) SO loll leet 


1/x 
—1 
<SC|loll Enta- (/ vat) 
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<Clllol|If-* yllzeecrze2) (AT) 


<C(AT) E NO-D0-s)|||yllle, (3.70) 


这 里 用 到 引 理 3.6. 
其 次 ， 考虑 n = 3, ko(n) <P < ki(n) 和 n= 4, ko(n) < p < k1(n) 或 n > ð, 
p> 的 情形 . + 


<= 2(p —1)n — 2(p +1) 
2n— (p+1)(n—2). 
则 
n+2-2% 0 一 1 一 n-2 n—2é 


Qn D41 Tan | on 


注意 到 (3.62), 引 理 3.6 及 广义 的 Holder 不 等 式 就 推 得 


—1 —1— 
yla ram) < f E "lol olad 


< C(AT)llell Esar lllolllillyllle 


< C(AT)N ~ AE = ylle. (3.71) 
第 二 步 . 在 n= 3, ko(n) < p< ki(n) BÈ n = 4, ko(n) < p < ki(n) 的 情形 下 证 
明 估 计 


lyllle ~ N28, AT ~ NPF, (3.72) 
& bo = [np — (n+2)]/[2(p — 1)). W 
1 十 2 一 2 有 一 2[0 n—2£ 
2n =(p-1) 2n + 2n ’ 


因此 , 由 |l [Ile 的 定义 与 广义 的 Holder 不 等 式 就 得 


p—l1 
lls za) < CATIN lke (3.73) 
注意 到 
1 十 2 一 2k0 n—2lo 
2n E 2n 
就 得 


lol (rrm) < CATHY (n7) < CAT\\lylllf,- 
由 此 及 (3.69), (3.71), 对 充分 大 的 N, 有 估计 : 


lylllee < NE-s, AT ~ NAF, (3.74) 
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9), (3.71), (3.73) 及 (3.74) 就 得 估计 (3.72). 
第 三 步 Æ n = 3, k(n) < p < (n+2)/(n—2) Mn = 4, k(n) < p< 


min ( T DES) 的 情形 下 证 明 : 对 任意 的 4o < 4 < 。 <1, 有 估计 
lyllle ~ N=, AT ~ NTARE, (3.75) 
这 里 


2(p—1) °2 p—1° 2(2pn—n-1) 
容易 验证 : 对 于 lo <f£<8s<1, 
1 十 2 一 2  (n+1)(n—2¢) —2(n—1)6 


fo = max (Z222 n 2 (m-n- DeD) 


2n P 2n(n + 1) 
1 (n—1)0  (n+4-— 26) —- p(n — 26) > 
p n+l — 20 


这 里 

p(n- 24) -(n+2-2) n+1 
2p nl 

因此 , 由 HI [He 的 定义 与 广义 的 Holder 不 等 式 就 得 到 


(n+4—2£)—p(n—22@) 
2 llyllle. 


0 = 


p 2 
ly I a (rrm) < (AT) (3.76) 


故 从 (3.69), (3.70), (3.71) 与 (3.76) 就 推出 估计 (3.75). 
第 四 步 . MFO< 2 < hh, 4n=3, k(n) < p< (n+2)/(n—2) Mn 24, 
ky(n) < p < (n—1)/(n—3) 时 ,证明 估计 


yllle N28, AT ~ Ne, (3.77) 


这 里 lo 同 第 三 步 中 的 定义 . 
令 


pn—n—-p-—l 
= —“<“—“X—~—_ 之 ) 
fy max ( Xp to) Lo 


(op —1)(n—28)-2 n+1 
2(p —1) n—1’ 

— 2 

n +4- 26, — p(n — 24) 


X = 


则 
有 十 2 一 26 _ (n+1)(n — 22;)—2(n-1)6 n—26 
m PTD 2n(n + 1) 2n ， 
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类 似 于 (3.70) 的 证 明 , 由 引 理 3.5, WFO<L< to, 有 


(n+4-—22£; )—p(n—22£ 
2 


) 一 
ly" (gpa) SCAT) yllle: Weller. 


借 此 与 (3.69)~(3.71) 及 第 三 步 就 推出 估计 (3.77). 


第 五 步 . 最 后 , 在 0 < 4 < bo 情形 下 , 对 于 n > 5, p> —, 证明 (3.77), 这 里 


lo 是 由 第 三 步 确定 的 值 . 仅 需 考虑 p > E, 而 p > 一 5 的 情形 则 通过 插值 来 
获得 
利用 Strichartz 估计 、(3.41), (3.43) 及 (3.67), 就 得 到 


《一 3 p p—1 
lulle < C [NE + ls (r geaen EPN (am) B78) 


这 里 (q,r) e A 是 最 佳 容许 对 , 而 


a(n — 1)(p +1) 


= on € (£9, 1). 3.79 
i 2(n+1)—(p—1)(n+1—-4@) 2 E (051) (3.79) 
注意 到 | 4 4 | 
n — n n n 一 
or 
类 似 于 引 理 3.7 的 证 明 , 就 有 
ly? aereo- < Clug- i yl gew. (3.80) 
因此 , 由 Holder 不 等 式 就 有 
: n+2—p(n—2 —s 
llre (rgo) < CATE Neyle. (3.81) 


利用 (3.70), (3.78) 及 (3.81) 就 得 到 估计 (3.77). 因此 , 531% 3.8 得 证 . 

定理 3.1 的 证 了 明 KH Bourgain 的 方法 (参见 文献 [KPV2]), 其 思想 是 首先 在 
[0, AT] 上 求解 (3.44), 然后 用 v(t) 代入 (3.65) 并 在 [0, AT] 上 研究 y(t) = u(t)— v(t), 
并 给 出 相应 的 估计 . 利用 y(t) 的 非 齐 次 部 分 z(t) ( 见 (3.66) ) 属于 At. 因此 , 可 以 
将 z(AT) 加 到 (AT) E, 作为 下 一 步 的 正则 化 问题 (3.44) 的 初 值 , 在 [AT, 2AT] 
上 重复 上 面 步骤 , 通过 每 一 次 的 初始 能 量 满 足 一 个 一 致 性 估计 , 以 确保 上 述 过 程 一 
直 可 以 进行 , 从 而 完成 定理 3.1 的 证 明 . 为 了 清楚 起 见 , 定理 3.1 的 证 明 用 以 下 几 个 
引 理 来 完成 . 
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引 理 3.9” 设 AT ~ NOREGS, 则 有 如 下 估计 : 
(1) 4n2>4, ko(n) < p < (n — 1)/(n — 3) 时 ,有 估计 


\(z(AT), Vz(AT)) 2 ~ N aa NE ps, 
(2) 4 n=5, (n= 1)/(n - 3) < p < (n +2)/(n — 2) 时 ,有 估计 


|(Q2z(AT), Vz(AT))\|o ~ N™ Ps, 
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(3.82) 


(3.83) 


(3) 4 n> 6, (n — 1)/(n — 3) < p < min ((n + 2)/(n — 2), n/(n — 3)) 时 , 有 估计 


\|(Q:2(AT), V2(AT))|l2 ~ N7 


证 明 记 了 = (0, AT), BH 


|(G:2(AT), Vz(AT))Il2 < C (ly2llparza + lve yerc;r2)) - 


(D ly? pcr;r2) 的 估计 . 
先 考虑 


_ np —(n+p—1) 则 
2p 


l n-—2e n—2¢-—1 1 p-1 3- 
it —;5 l= ty ta 


根据 引 理 3.5, 容易 推出 


25 8 
lyla <C(AT) >" Illy < C(AT) 3* NPE) 


— Boe np—(n+p—1) _ 
<N n+2—p(n—2 。 N 2 p 
1 


n—3 


= n+l ; =+?) n = 5, 
(n — Lp 2p 


直接 验证 上 > 0 H 


1 prt Vln ~ 26) — 2(n— 18 -5 
2 2(n + l)n | pag 
l n-—2£-1 
2p 2n 
因此 , 由 Holder 不 等 式 及 引 理 3.8 即 得 


ly? llnacr;22) < lyllle < CN 


n> 6. 


np—(n+2) _ 
Ps, n = ð, 


2- al 27 na 2 ygt _ p 


(3.84) 


(3.85) 


(3.86) 


(3.87) 


(3.88) 


(3.89) 


(3.90) 


(3.91) 


(3.92) 
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yell <C(AT) 于 lyllt2r;z22) < C(AT) zllylll? 


_ (2—pe)(ep—1) (1-8 np—(n+p) _ 
<N n+2—p(n—2) eN 2 pS n > 6, 


这 里 用 到 了 p < min (ZE, 2), mR e< 1 


2 Nn 

(II) |v? yl zc; a) | AVA. 
HEE n> = LD0 yy 
l n—2 n—3 pal 3—p 
25 tO Da b= + a 


从 引 理 3.5 及 引 理 3.8, 容易 看 出 


[ve yer) <C(AT) IIlyllle lellig 
<C(AT) E Nes. N(-DG-s) 


_ (3—p)(p—1)(1—s) np—(n+p—1) _ 
<N n+2—p(n—2 。 N 2 P 


S — 1 ` 
X n>5,p> 一 时 , 选取 


n—3 

_(e-1)(n-3) 1 

L= 9 9? > 6, 

p= Ha nk 5, 

2 
则 

1 n-3 n—2é-1 1 p-1 2-p 
~ 一 ~~ _ l=- TT AOD 2 6, 
a = mnt on? 2 
1 2 二， 一 24 一 —yaiyiyt n=5 
2 2n an 2 2 o 


根据 引 理 3.5、 引 理 3.7 及 引 理 3.8, 有 估计 


一 2—p 一 
lo 和 earaza SCAT)? lylei? 
<C(AT) 3 “at Nt—s N(p—1)(1—s) 
<N ey 。 Ne TPS n 之 6, 


[vylla 和 Cell 人 yl < CONG VO-9 NE 


pn—(n+2) 
2 


<C'N PS n=5. 


(3.93) 


(3.94) 


(3.95) 


(3.96) 


(3.97) 


(3.98) 


(3.99) 
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综 上 所 述 , 得 到 估计 (3.82)~(3.84). 
注 记 3.4 ERB) 。> 一 二, 则 有 如 下 关系 : 
mp—(n+2) _-Pe-DU-s) , np~ (n+p) 
2 D n +2-— p(n- 2) 2 ' 


_@B=—p)(e—- 1) — s) 4 np —(n+p—1) p<2. (3.100) 


< 
n +2-— p(n- 2) 2 
\ 


引 理 3.10 PATA Nosed, 则 有 如 下 结论 : 
(1) 4n2>4, ko(n) < p < (n—1)/(n—3) 时 ,有 估计 
(ATE ~ y FRERE AE Ny (3.101) 
(2) 4n=5, (n—1)/(n—3) < p < (n+ 2)/(n — 2) 时 ,有 估计 
np(p+1)—-2n—4(r+1) _ p(pt+l)s 


lz(A TDI ~ ~N 3 o; (3.102) 


OND So mn (et WO ONES 


ZP) PZ N= 1)- 二 全 二 (p+1)(e+2) _ p(p+1)s 
lz z(AT)) s2 ~ N ntra a + me 7. (3.103) 
证 明 “由 Minkowski 不 等 式 与 Sobolev MATH, 可 见 
p Up-1 
lz(AT)pr < C (is laqa + lel, cuit) (3.104) 
这 里 了 = [0, AT). 
—] 、 
四 lvl, (ips 的 舍 计 . Bim > 4 p< TB, 选取 


7 np(p +1) — 2n — (p + 1} 


2p(p + 1) 
l +n+1 20 2-1 1 3 
p+n n— n — 2 — po 一 -p 
= — |)————_ 1 = — + ——. 
api an ODS 2 1 3 


根据 引 理 3.5 及 引 理 3.8, 就 得 到 


ly nga SCAT) e < (AT) Ne 


一 一 一 3 n 一 27m 一 2 
<AN ee Cer) WN = CES eta TPS (3.105) 
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当 n>5 和 p> O 时 , 选取 


n—3 
g — Phe + Dn 2n (p+ P+ n> 6, 
2p(p + 1) 
l)n — 2n 一 1 
p= Plot Un 2n -4p+tl) 7 5 
2p(p + 1) 
则 
ptn+1 n—2£-1 1 p-1 2-p 
——_——— = p; l=s+---+— >= > 6, 
n(p +1) Con” 279 2 
p+n+1 n—-2-1 n— 2 1 1 1 
一 i 一 - _2 1 二 二 十 = 十 一 ， n=5 
n(p + 1) 2n + (e—2) 2n ’ 27 atm ” 


因此 , 利用 引 理 3.5 与 引 理 3.8, 就 可 推出 
lvl, eR) SCAT) lolka < CAT) Ila 


<C(AT) 3 NPE) 


_ (2 一 p 一 1)(1 一 3 np(p+1)—2n—(pt+1)}(pt+2) _ 8 
<N ao oe n—2) . N 2(p4+1) P , n26, 


p nti), < Nees) 
ly lane Sty S C\llullle < C 
<CON IGP, 5 


(II) | 所 moti) AYA. 
L1(1;L "+e ) 


先 考虑 n>4 和 p< 一 


p — mele + 1) — 2n — (p + 1)(3p — 1) 


2(p + 1) l 
则 
ptn+1l n- -12 1 p—-1 3-p 
P+D) m Y m’ 2? 2 
因此 
lur yl pint) <C(AT) = ||lyllle -lellig 
L1(1;L "+6 ) 


<C(AT)*s* Ne-s. N(O-DA-8) 


_ (3—p)(p—1)(1—s np(p+1)—2n—(p+1 2 _ 
<N oars) eN 2(p+1) p 


(3.106) 


(3.107) 


(3.108) 


(3.109) 


(3.110) 


(3.111) 
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当 n>5,p> 时 , 选取 
n—3 
t=) n n>6. 
2 pt+1 
in = 2) (3.112) 
p(n 一 n 
g — = 
5 7 二 1 ， n=d, 
则 
p+n+l1 n—-3 n—2€-1 1 p-1 2-p 
npt, ) -z + m ° l53t 5 tz > ">ô (3.113) 
p+n+1 n—3 n—2l-1 一 2 1 1 1 
一 -一 -一 一 一 一 一 一 = 一 一 一 =g. .11 
no+) 2n m TO 2)- m? Sztar me (3.114) 


因此 , 利用 引 理 3.5, 引 理 3.7 及 引 理 3.8, 就 可 推出 


eral (1) < <C(AT)** yllar; r2) < C(AT) Illylllalllollle 
<C(AT) “7 Né&-8N(@-DG-s) 
<N Ts NO GE ps N26 (3.115) 
和 


p—1 n < p—1 (p—1)(1— s) AT 一 3 
Weal gg) SCII < CN 
<ON un Peo =, (3.116) 


注 记 3.5 注意 到 s> 了 一 一, 容易 验证 
(i) HF p <2, 总 有 


n(p +1) —2n—4(n+4+ 1) 


2(p + 1) 
<_ 2=p)(e-VA—s) , mele +1) -2n- (p+ 1)(o+2) 
n+2— p(n — 2) Up +1) 
(3—p)(p-1)\(1—s) np(p+ 1) — 2n — (p + 1} 
S- o n+2—p(n—2) + pF _ (3.117) 


.. n— 1 
(ii) XF n> 4, p< n—3’ 总 有 


GD- DID ptl nplp+1)—2n- (+0)? pp+1)s 
n+2— p(n — 2) 2 4 2 
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4 re- mte i — ps. (3.118) 


(ii) 对 于 n=5,p> — = 2 有 


noes i E _ 4g (3.119) 


(iv) 对 于 n>6,p> 2 一, 有 


-po-DQ0-a po+l mpp+D) -2n- (9+ NV+) 
n+2— p(n —2) 2 4 


”OUO 十 1)3 
2 


< — 2=p)le= I= s) , ne-n+p) 


< . 12 
a+ 2—p(n 2) > ps (3.120) 


定理 3.1 的 证 明 ”如 前 所 述 , 首先 在 [0, AT] 上 求解 正则 问题 (3.44), 而 后 将 
其 代入 (3.65), 在 [0, AT] 上 求解 (3.65), 并 且 证 明了 它们 满足 引 理 3.9 及 引 理 3.10 
中 的 估计 . 其 次 , 在 [AT,2AT] 上 研究 正则 问题 (3.44), 此 时 初 值 已 换 成 


(v(AT) + z(AT), Ov (AT) + 0.z(AT)). 
求解 后 将 所 得 的 v(t) 代入 (3.65), 在 [AT, 2AT] 上 研究 (3.65), 将 初 值 换 成 
(K(AT) $2 + K(AT 42, -AK (AT) 2 + K(AT)¥2 ) 


时 , 相应 相差 方程 的 Cauchy 问题 . 重复 引 理 3.9 及 引 理 3.10 的 证 明 , 可 得 完全 类 
似 的 估计 . 
对 任意 的 T > 0, 为 了 将 解 延 拓 到 T, 需要 重复 上 述 步 又 的 次 数 是 
T 2(p_ Ds 
ay = TNA SAD, (3.121) 
因此 , 由 引 理 3.9 及 引 理 3.10, T/AT 次 之 后 能 量 (A (3.47)) 的 增加 
(i) 当 m> 4 ko(n) < p < 一 -5 时 , 为 


CNA yera? EDs (9.129) 
、 — 1 2 
(ii) 4n=5, ~~“ gp< nt 时 , 为 
n—3 n—2 


CTN on A . NE ps, (3.123) 
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Gi) M n> 6, 23 


1 2 
< p [X min nte , n 
3 n—2 Nn 


5) 时 ,为 


CTNS . No ae aay ，N BEF te 一 ps (3.124) 


为 达到 目的 , 需要 (3.122), (3.123), 及 (3.124) 中 的 增 量 不 超过 Ni-*. 为 此 , 仅 
需 取 s 满足 如 下 条 件 : 


RN 充分 大 (N = 


, 2(e — 1)" + (n +2 — p(n —2)) (np ~n~ p~1) 
2(9 —1)? +2(9-1)(n+2—p(n—2)) ` 
n >A, ko(n) < p< =—, 
Me = I) + (n+ 2~ pln = 2))- (np 一 ?一 和 
2(p — 1) (n +4- p(n — 2)) 
n= 5, ms <p < (3.126) 
, 2p(e = 1) + (n+ 2— p(n 2): (np =n ~ p—2) 
2p(p —1) + 2(p—1)(n+2—p(n—2)) ` 


n— 1 n+2 n 
> —— p< 一 -一 |. , 
n 6, eS <p<min (245) (3.127) 


(3.125) 


Tia, n 同 定理 3.1 中 所 定义 ) 就 完成 了 定理 3.1 的 证 明 . 
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本 章 以 一 类 重要 的 四 阶 Klein-Gordon 方程 一 一 通常 称 为 粱 方程 为 例 , BAB 
述 研究 
du 1 As = Au 一: 0 
fo uU+mu=Aul? wv, m >00, (1.1) 
(wu(0) = uo(x), wu:(0) = wi(7) 
在 能 量 空间 中 的 散射 性 理论 . 与 通常 的 色散 方程 类 似 , 根据 和 的 符号 , 梁 方 程 也 分 
聚焦 与 非 聚 焦 两 种 情形 , 对 应 的 物理 意义 是 : 
(a) 入 > 0,| 聚 焦 情 形 | — | 动能 与 势能 符号 相反 |; 


rca, — 

梁 方 程 具 有 鲜明 的 物理 背景 , 有 兴趣 的 读者 可 参考 如 下 文献 : 
(1) n = 1, 参见 文献 [Bre]; 

(2) n = 2, 参见 文献 [Lo]; 

(3) n > 3, 参见 文献 [Lel. 

能 量 空间 为 £ = H? x L, 临界 非 线 性 增长 指标 如 下 : 


OO, 4, 
pe 二 21 一 1， 其 中 "| Qn 
n— 4’ 


这 里 2! 由 Scaling 分 析 唯 一 确定 . 

Levandosky 与 Strauss 等 对 梁 方程 进行 了 一 系列 的 研究 , 例如 , 梁 方 程 孤 立 子 
稳定 性 与 不 稳定 性 (参见 文献 [Levl])、 解 的 衰减 估计 (参见 文献 [Lev2])、 局 部 能 量 
衰减 性 (参见 文献 [LeS]) 等 . 特别 , 借助 于 经 典 的 能 量 估 计 、 经 典 Strichartz 估计 


及 抽象 的 算 子 半 群 方法 等 研究 了 在 次 临界 情形 下 的 适 定性 问题 , 主要 结果 可 以 概括 
为 : 


(1) 7214 = <p < dt —1 条 件 下 , 非 线性 梁 方 程 在 能 量 空间 中 的 局 部 适 定性 


Dill 
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及 非 聚 焦 情 形 下 的 整体 适 定性 ; 

(2) 低能 量 初 值 条件 下 的 散射 理论 (Strichartz 估计 与 非 线 性 估计 ); 

(3) 建立 了 经 典 的 Morawetz 估计 与 局 部 能 量 衰减 估计 . 

最 近 , Benoit Pausader [Be] 借助 于 经 典 的 Morawetz 估计 及 Tao 的 Fourier 频 
率 局 部 化 分 析 , 证 明了 (1.1) 在 高 维 空间 中 的 能 量 散射 理论 , 解决 了 Levandosky 与 
Strauss 猜想 . 当然 , 低 维 空间 的 散射 理论 、 临 界 增 长 情形 下 的 散射 理论 、 聚 焦 情 形 
的 散射 理论 等 仍然 是 公开 的 , 作者 认为 , 解决 这 些 问题 需要 建立 不 依赖 于 非 线 性 项 
的 新 型 Morawetz 估计 及 其 在 物理 空间 和 频率 空间 的 局 部 化 、Profles 分 解 、 紧 性 
方法 等 技术 . ; 

本 章 目 的 就 是 详细 介绍 由 Benoft Pausader 建立 的 在 1+ <p< 中 一 1 条 件 
F, 非 聚 焦 梁 方程 在 能 量 范 数 意义 下 的 散射 结果 . 

梁 方 程 的 结构 与 属性 分 类 


梁 方 程 是 经 典 的 非 线性 Klein-Gorden 方程 的 高 阶 形式 ， 然 而 它 具 有 双 

Schrödinger 结构 , 即 (1.1) 可 改写 成 如 下 形式 : 
(iO; + A) (—id, + Aju = -u + f. (1.2) 

导致 的 问题 与 困难 

(1) 与 非 线性 波 方程 、Klein-Gordon 方程 不 同 , 梁 方 程 不 具有 有 限 传播 速度 这 
一 优势 特征 ; 

(2) 与 非 线性 色散 方程 (例如 非 线性 Schrödinger 方程 ) 相 比 , 不 具有 质量 守恒 . 

标准 的 记号 

E= H? x 17(R"), E(I) = C(I; H7(R")) N CH (I; L?(R")) NC (LT; H~?(R")) 

对 任意 (uo(x), u1(x)) E E, 


sin Vm + A?t 


w(x, t) = cos y m + A*tuo(x) + VENN 
m 


是 问题 (1.1) 对 应 的 目 由 问题 


U1 (x) € E(I) 


On (1.3) 


2 
OT! Aw 4+ mw =0, x ER’, 
w(0) = uo(z), wlz) = ui(7) 


的 解 . 记 与 (1.3) 对 应 的 目 由 能 量 


Eo(w,w) = F [mw + |Aw|? +w ldr, Vw, ù) EE. (1.4) 
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相应 的 非 线 性 方程 (1.1) 对 应 的 能 量 是 


1 2 2 Wi 
E(u,v) = 5 | mu + |Au| + ode f Dal 


为 方便 起 见 , 用 E€ 表示 H? x L 中 的 元 素 (u,v) 在 (1.4) 所 定义 的 拓扑 意义 下 
的 Hilbert 空间 , 当 m > 0 时 , 65 H? x L 等 价 . 

散射 的 定义 与 概念 

定义 1.1 V(uo(z), ur(x)) € E, 称 (1.1) 关于 时 间 t 前 向 散射 ( 同 理 可 定义 后 
问 散 射 ), 如 果 

(i) u(t) 在 R, 上 整体 适 定 ; 

(ii) 存在 唯一 渐 近 态 (ud ut) eE, 满足 

Il (u(t), we(t)) — (w(t), w(t) |e — 0, t= +00, (1.6) 

这 里 w(t) 是 (1.3) RA OME (uj (2), uf (zx)) 的 解 , DRIES (ug (x), wi (z)) 是 与 
(u(x), ui(x)) 相 联 系 的 散射 对 . 

给 定 V(wo(7z),u1i(z)) € E, 如 果 前 向 散射 成 立 , 就 可 以 定义 E€ EAT Q4: 


dz, V(u,v)E€. (1.5) 


N+ (uo(x), ua (x)) = (ug (z), ut (7)), (1.7) 
使 得 (1.6) RE. 通常 , n+ BRAT Wi 的 逆 算 子 , 即 
2, = W7. 
同 理 可 以 定义 后 向 算 子 O_. FKE, 容易 验证 
Q_(uo(x), u1(x)) = 24 (uo(z), 一 ia(z))， (1.8) 


因此 , 在 没有 特 指 的 情形 下 , 散射 是 指 双 向 均 成 立 . 


、 8 
定理 1.1 (Pausader 定理 ) Bn >5, 入 < 0， 1+= <p<1+—7 对 


V(uo, ui) € E, 问题 (1.1) 存在 唯一 的 整体 解 (u(t), w(t)) € C(I; H?(R”) x L?(R”)), 
并 且 散 射 结论 成 立 , 即 (1.7) 定义 的 算 子 n+ Æ E 一 2 上 的 同 胚 映射 . 
方法 与 思路 的 分 析 由 于 定理 1.1 处 理 的 问题 是 次 临界 散射 理论 , 我 们 采用 
Strauss-Lin 证 明 非 线性 Schrödinger 方程 的 散射 理论 中 所 引入 的 方法 ， 作为 对 照 ， 
来 前 述 其 主要 步骤 . 
以 次 临界 Schrödinger 方程 


| iu: + Au = f(u), fl(u)=lul vu n>3, 
u(0) = v(x) € H*(R”) 
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为 例 , 来 阐述 散射 性 理论 证 明 的 基本 线路 图 . 当然 , 对 于 临界 Schrödinger 方程 , 需 
要 Morawetz 型 估计 ( 含 相 互 作用 的 Morawetz 估计 ) 在 物理 空间 与 频率 空间 的 局 
部 化 形式 、Bourgain 的 能 量 归 纳 方法 等 , 具体 可 见 文献 [CKSTT]. 

第 一 步 . 整体 存在 性 . 


u € C(R; H'(R"))N Li (R;W»"(R")), O<a< — 
loc 


(gr)EA d—2 
第 二 步 . 散射 性 理论 € <a<—*5), 
散射 性 理论 
T 
整体 时 空 估计 jul] La (R: wr R») < oo, (q, r) < A, q £ OO 
1 
,im lulle = 0(2 < r < 2*), f tuaz + J |Vu| dz < œ 与 fluetas 插值 
1 


lim |lulla41 = 0, 仅 需 证 明 / F(ujdz ~ f Il“+ldz — 0(t 一 +00) 
t—++00 Rn Rn 
第 三 步 . 位 能 衰减 


Morawetz 估计 与 几乎 有 限 的 传播 速度 的 应 用 . 


位 能 衰减 
:J llat =0 
可 以 通过 积分 方程 


u(t) = tug + i eAt—7) F(u(r))dr 
=e! us [+ ~ f 2 v(t) + w(t, l) + 2(, 1) 
来 实现 . 具体 地 说 , 有 如 下 关键 的 佑 计 与 步骤 : 
(1) ip, lolas = 0 
2) stm | fe Psat, =0 
(3) z(t, l) -f L Jae 2 (t, 1) + z(t, 1); 
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(4) ,im Wz (t, 1) || pata = 0; — | Morawetz 估计 及 其 局 部 化 形式 

(5) lim z(t, Dllze+ = 0; 一 | 几乎 有 限 传播 速度 

梁 方 程 困 难 与 研究 方法 

由 于 梁 方 程 既 不 存在 独立 的 质量 守恒 积分 , 也 不 具备 有 限 传播 速度 , 这 为 我 们 
研究 散射 性 理论 提出 了 新 的 挑战 , 研究 非 线 性 Schrödinger 方程 与 Klein-Gordon 方 
程 散射 理论 的 传统 的 工具 已 不 适用 , 可 以 参考 文献 [MS], [Br2-Br4]. 为 克服 上 述 困 


难 , 需要 开发 不 同形 式 的 Strichartz 估计 , 充分 利用 Tao 的 Fourier 频率 局 部 化 技 
术 、Littlewood-Paley 理论 等 现代 分 析 工 具 . 

本 章 的 工作 流程 与 布局 

第 一 步 . 在 8.2 节 首 先 建立 线性 梁 方 程 解 的 局 部 Strichartz 估计 及 整体 的 
Strichartz 估计 , 作为 推论 证 明 非 聚焦 梁 方 程 的 局 部 适 定 性 及 整体 适 定 性 . 

第 二 步 . 在 8.3 节 讨 论 非 线性 梁 方 程 散射 的 机 制 , 即 强 衰减 估计 可 以 导出 散射 
性 结果 . 

第 三 步 . 证 明 强 衰减 估计 的 关键 是 证 明 几 乎 有 限 传 播 速度 (简称 为 AFSP), Al 
此 , 在 8.4 节 和 8.5 节 主 要 建立 次 临界 粱 方程 的 解 具有 AFSP 性 质 . 

第 四 步 . 利用 AFSP 性 质 与 Morawetz 估计 来 证 明 强 的 衰减 估计 , 从 而 建立 非 
聚焦 染 方 程 散 的 射 性 理论 . 

其 他 记号 : 


| u(t) )=wo | uo(z) ) a | Kt) K(t) ( wt | (1.9) 
u(t) un (2) Ki) KA ] \ ula) 
是 自由 问题 (1.3) 的 解 , 这 里 


K(t) = ee aS (1.10) 


容易 看 出 , W(t) 是 斜 伴随 算 子 4: 


人 


所 生成 单位 西 群 , 这 里 D(A) = H4 x H GE. w 


p | €— HR”), 4.19) 


I: E— L?(R"). 
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Littlewood-Paley BF HW v(fé) e C%(R") 是 径 向 函数 , 满足 0< wt)<1 
及 
| wlé) =1, Ié| <1, (1.13) 


P(g) =0, [€| 2 2. 
它 所 诱导 出 的 Littlewood-Paley 算 子 定义 如 下 : 


民 w7(9 £ (E) FO. 


Pnie e (1-¥(=)) FO, 


Pure) * (v(=) -v(2)) fo. 


Pen 全 Pen — Py, 
A 


Pn = 


命题 1.2 (Bernstein 估计 ) ts 20, 1<p<oo, |ViP=FE*F. 则 

(i) [Pon fllo < CN IVI Pon flp; 

(ii) I|V| Pen fllp < CN? ||Pen flly; 

(iii) ||| V|F°Pwfllp = CN**|| Pw flly. 

证 明 思 路 ” 当 NN = 1 时 , 将 上 面 的 投影 算 子 改写 成 卷 积 型 算 子 , 利用 Young 
不 等 式 就 可 以 得 证 . 对 于 一 般 的 N CN, 利用 Dilation 变换 及 N = 1 的 结果 就 得 
证 明 . 
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梁 方 程 是 经 典 Klein-Gorden 方程 的 高 阶 形式 , 同时 还 具有 双 Schrödinger 结构 ， 
因此 , 它 具 有 不 同形 式 的 Srtrichartz 估计 . 为 此 , 先 引 入 一 些 容许 对 的 概念 (参见 图 
8.1). 

定义 2.1 (二 阶 Schrodinger 方程 对 应 的 容许 对 As) 


(qn) € As, = -=—n(3—7), (arin) # (2,00,2) 


等 价 于 
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—0.25 0 0.375 0.75 1/q 
3D 情形 


图 8.1 
定义 2.2 ( 梁 方程 对 应 的 容许 对 Ap) 


OO, 2<r<o, n= 1,2,3, 
oo 


2 
(q,r) E€ AB <=> ; ) 2<r<o, n=4, 


=n(5->)-2, 2<r<ow, n25. 
q 2 


定义 2.3 ( 染 方程 对 应 的 低频 容许 对 Ap, ) 


4 1 1 
(7) € An, > <n(5-=), 2 <p, q < œ, (q,r, n) £ (2, 00, 4). 


定义 2.4 ( 梁 方 程 对 应 的 可 控 容许 对 Ap.) 
(q,r) E€ Ag, <> (q,r) € AB, q # œ, H3A0<c <2, 满足 -一 n(3 一 ;) —o 


2 r 
等 价 于 


2 一 4 
(q,r) € Ap,, q $ œ, 且 了 + 了 一 一 ck< 5. 


注 记 2.1 WR (gr) € As, r< > 可 定义 
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引 理 2.1 (局 部 Strichartz 估计 ) W I c R, 0 e€, uo(x) € H?, u(x) € 
L?(R"), h € C(I; H?) N L” (I; L” (R")), 其 中 (a,b) € As 则 存在 u c E(I) 是 线性 
问题 

Ou 2 
2 + A*u=h(t,z), u(0)=uo(z), ui(0) = wi(7) (2.1) 
的 解 , 并 且 ve LIT; L(R")), V (q,r) € Ap 满足 如 下 局 部 的 Strichartz 估计 
llu, wa) losetllulracr re) C(I) (VEo(uo, u )+lhllreg rey) (2-2) 
这 里 | 表示 区 间 的 长 度 , C 是 不 依赖 于 vo(z)，wi(z) 及 h(t, c) 的 常数 . 
WEAR (2.1) 可 分 解 为 


(id, + A) (—i + A)u = h(t, z). 


4 
(id: + A)v = hit, x), 
= (-i0; u . 
tau => | v(0) = 一 ii(Z) + Auo(z), (23) 
oo. (id, + A)t = h(t, x), 
v = (ió u A 
Gô + Aju => | 5(0) = ivi(z) + Auo(z), (2-4) 
则 
U— vV U+tYv 
ðu = 9” Au = 9 


因此 , 对 Vv (¢,p) € As, (a,b) € As, 由 经 典 的 Strichartz 估计 容易 看 出 
lollceerzanzaGsze) + elescr;r2)nrac;Lr) < lvollz + lloll + IAllre crr): 
由 此 推出 
lulle; ranrr; rnt] Aule nr arr) SuillztlAvollat Alize crn). (2.5) 
注意 到 
u(t) = J ur(T)dT + uo(z), 


就 得 
halle < | ursdr + luolp, 1 < p < o. 
于 是 
ualscr;zn) < lr Cescrse)r ||za + Nuollpl7l 
< Z| luell ac; + lluollp|Z|¢ 
< (|Z| + 7)#) (wollar + lulle + lll ze crz) 
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从 而 推 知 


ll Well o,(7;L2)NL4(I;L?) + lullo,(1;L2)ALa(1;w2?) 


< (1+ TD) (vol + llualle + IAllre crae), 


V(q,p)€ Ags, (a,b) € Ag. (2.6) 
对 (q,r) € Ap, 由 Sobolev RRA cE HEA] H, 


1 1 
lel recr;rr Rn) SHIS lullo agr SAHE lullo, Vn<4, (2.7) 


1 1 an 
lull rac;rr) SHIS lull za,H2) S(1+(]? )|lullzecya2), n>5, r< 2t = nod 
(2.8) 
nr 2n 
lellraa;t7) S llullzaajw27), p= neo ”7 >5, 7r>2:= 4 (2.9) 


在 (2.9) 中 , 由 (q,r) € Ap 可 推出 (¢,p) € As. 将 (2.7)~(2.9) 代入 (2.6), 就 推出 估 
计 (2.2). 
定理 2.2 ( 适 定 性 理论 ) 设 


1 <p<1+——, 4n=1,2,3,4N, p< ov, (2.10) 


(uo,u1) € E, 则 问题 (1.1) 有 如 下 适 定 性 结论 : 
(i) 局 部 适 定性 与 Blow-up 准则 . 问题 (1.1) 存在 唯一 解 


u(t) EE) N LEA LR"), (ar) € Ap, (2.11) 
Herp I = (-T,,T*) 满足 
T, =T,(\I(uo, ule), T7=T*(|\(uo,ua}lle), P< 1+ 二 =z (次 临界 情形 ) 
É ST, (uou), T*=T* (uu), p=1+ 一 n > 5 (临界 情形 )， 
进而 满足 如 下 二 择 性 结果 ( 仅 以 正方 向 陈述 ): 
全 = œ, 或 


li = 00. 
T* < oo H lim ||(u, ue)lle = œœ 


次 临界 情形 


T* = oo, 或 
woe | 


T* < OO 且 ull asp 


= CO 
((0,T*) xR”) 
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(ii) 连续 依赖 性 . 设 (uk, uk) — (uo, u1), 记 uk 是 (1.1) 对 应 初 值 (w$(z), uf (z)) 
的 解 , 相应 的 解 的 极 大 区 间 是 (T, T), 则 
liminf T*) > T*, liminf T® > T,, 
并 有 上 且 对 VI cc (-T,,T*), 且 对 任意 的 As 容许 对 (q,r) 有 
u® — u, E C(I’; H?) NCHI; L3) A LT; LR”) 意义 下 . 


(iii) 整体 适 定性 . 对 于 次 临界 非 聚 焦 情 形 , 问题 (1.1) 是 整体 适 定 的 , 即 7* = 
T, = o0. 


证 明 梗 概 ”注意 到 


4p 2np 
2), (2,2) € As, (q, -(— + 5 5) Ap. CAp (2.12 
和 非 线 性 估计 : 
2 
IF (wric;rz) < Clue)» i<p<i+ n’ 
1 2 n+2 
之 Pp L OOOO 
IED rr < C | 了 lulle: n2» 1+ n <p S ng’ (2.13) 
(n+4)—(n—4)p p n + 2 n + 4 
IFD r2) < Cll 4 lulz; n 一 4 < P < n 一 4 


及 局 部 的 Strichartz 估计 , 就 直接 推出 问题 (1.1) 的 局 部 适 定性 ， 特 别 , 对 于 次 临 
界 非 聚 焦 情 形 ， 借 助 于 能 量 守恒 就 得 到 (1.1) 整体 存在 性 ， 其 余部 分 的 证 明 是 标 
准 的 . 

注 记 2.2 (1) 类 似 于 经 典 的 波动 方程 , 也 可 以 利用 正则 化 技术 与 紧 性 方法 研 
究 非 线 性 非 聚 焦 梁 方程 的 Cauchy 问题 弱 解 的 存在 性 ( 非 线 性 增长 可 以 不 受 临界 指 
标 限制 )、 唯 一 性 及 相应 的 正则 性 问题 . 特别 , 在 临界 与 次 临界 条 件 下 , 可 以 用 标准 
的 技术 证 明 无 条 件 唯一 性 等 有 意义 的 结果 . 


(2) 对 于 n> 5, p= E 的 情形 , 由 于 


SARS REA TT 


2(n + 2) 2n+4y! 
saat aa OP as wa, EAD (PHA. oa 
上 f(D aea | Bent ull 20 ap a? n+4 n ( 5) 
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采用 齐 次 工作 空间 
X = C(R; H?) N CHR; L?(R")) n LEP (R; Laa) 


及 估计 (2.5) 可 以 获得 , 在 
luill + llAvoll2 < 1 


条 件 下 的 整体 适 定性 及 散射 性 结果 . 

从 上 面 的 讨论 知道 ， 局 部 适 定性 理论 仅仅 需要 局 部 的 Strichartz 估计 . 然而 ， 
欲 建立 非 线性 梁 方 程 的 Cauchy 问题 的 散射 理论 , 必须 建立 线性 梁 方 程 解 的 整体 
Strichartz 估计 . 如 何 建立 线性 梁 方 程 解 的 整体 Strichartz 估计 ? 

基本 思路 (1) 困难 之 一 是 处 理 在 低频 部 分 的 退化 临界 反问 题 . 我 们 将 看 到 当 
t 一 oo 时 , 在 临界 点 处 对 应 着 慢 速 衰减 现象 . 克服 上 述 困 难 源 于 Levandosky 关于 
径 问 函数 的 Fourier 变换 . 这 个 思想 在 研究 四 阶 Schrodinger 方程 中 已 经 使 用 , 可 见 
文献 [BKS]. 

(2) 高 频 部 分 的 处 理 是 通过 标准 的 驻 相 分 析 估 计 , 可 见 文献 [KPV1]. 

引 理 2.3 (整体 Strichartz 估计 ) woe I, I C R,(q,r) € Ape, (a,b) € 
Api, (c,d) € Ag, (uo(x), ui(z)) E€ E, h € C(I; H7?) N L” (I; L°) N Le (ILY). WH 
性 梁 方 程 

oe + A*u+ mu = h(t,x), u(0) = uo(z), ui(0) = ui (z) (2.16) 


存在 唯一 解 u(t) € E 满足 
| we) loge) tllrac;rr) < Cl (wo, vale thle ro) thle ;ra (2-17) 


这 里 C 不 依赖 于 (wo(z),wui(7z)) 及 hit, x). 进而 , 对 任意 2 <r < oo, 有 如 下 L” —L" 
的 估计 : 
lulle < C(I TETE + T3) (luollr + I+ A?) Full), #40, h=0, 
(2.18) 
这 里 C 不 依赖 于 初 值 函 数 (wo(z),wi(z)). 
证 明 ”不 失 一 般 性 , 取 mm = 1. 这 样 , 线性 梁 方 程 (2.16) 的 解 可 以 表示 成 


全 t—s)V¥1+ A? 
u(t) = costy 1 + A2ug + = fs svi t 


Tia A? h(s)ds. (2.19) 


因此 , 仅 需 考虑 “ 半 波 ” 算 子 : u— Thu: 
Tiu 一 下-Lexp( 这 V1 十 | 如 全 Fu 人 6) (2.20) 
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进而 , 定义 
Třu = PoipTiu, Tfu = PgoTyu. (2.21) 
注意 到 
Po Tfu = Po PeoTyu = PeiTyu, Psi Ty'u = Psi PsijeTru = PsiTru, 


WA 
Ti = Poilkt + P3iT; = Pei lt + PST. (2.22) 


Fic 2.3 ((2.21) 的 定义 妙 处 在 于 TT* 方法 ) PXE, 由 分 解 Tt = Pei + 
P11i, 如 果 直 接 使 用 定义 T} = PgıTr, 将 会 导致 


TT! = PPciT # PerTi-s. 
这 在 使 用 TT* 时 出 现 障碍 . 然而 , 利用 (2.21) 的 定义 , 容易 看 出 


Tf = Polk => TETE = Pg2P<2Tt-s = P<27T: ,， 


于 是 
Pe TET = Poy PeoTt ,= Pei Tt, = Pei PeoTi-s = PeiTi-s. (2.23) 
低频 部 分 的 分 析 ”从 下 面 的 断言 开始 我 们 的 讨论 . 
断言 I 


mil 1 


Teall, < C +N lull, V2<r<oo. (2.24) 
事实 上 , 设 ve CX(R"), BR 
IT; u(x)| < c| f ; f el "erv FEF y (5) u(y) ded) 和 Cllulz (2.25) 
HET Ti 写成 卷 积 形式 , B 
Tfu(z) = (2m)? TF" (=) * u. (2.26) 


由 径 向 函数 的 Fourier 变换 公式 及 Levandosky [Lev2] 中 的 引 理 2.3 可 见 ，V |t| > 1, 
有 
|Zfullo < Clt # lulle, VY |t| > 1. (2.27) 


根据 (2.24) 5 (2.26) 可 得 


上 ZI re < C(1+ |t|)7*. (2.28) 
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男 一 方面 
Tulle < Cllulle. (2.29) 


它 与 (2.27) 插值 就 得 断言 (2.24). 
断言 IL 设 (q,r), (a,b) € Api, 存在 不 依赖 于 u 的 常数 C > 0, 满足 


PaiTefllracm;.r) < Cllulla, Y f(z) € L*(R"), 


t 
Pe1T,_.u(s)d | 
| / <1l;-su(s)ds La(R:Lr) 
| [ PaT-sul(s)as z2 
事实 上 , 注意 到 (2.23) 及 
Tf < CO +EP fle 2 和 r 世 oo， (2.31) 


利用 TT* 方法 就 可 以 直接 推出 . 为 了 给 出 此 断言 的 详细 证 明 , 先 回忆 抽象 的 TT 
定理 . 

注 记 2.4 (Keel-Tao 的 TT* 方法 )” 设 五 是 一 个 Hilbert 空间 , U(t) : H 一 
L? 满足 


< Cuz) Vue L(R,L"), (2.30) 


< Ollullreaze), vue L° (R, L’). 


IWOlla z2 <C, (2.32) 
IU (s)U(t)* fllo < Clt — sl fl, (2.33) 
BY 
| (s)U(t)* flo < CA + |t- shi]. (2.34) 
则 对 任意 的 o 容许 对 
Gr) ehs = 了 + <%, (Gna) 4 (200,1), 
或 最 优 o 容许 对 
(q,r) € Ag — -+2 -9 (q,7, 0) Æ (2,00, 1), 
有 如 下 估计 : 
IU (t) fl LR; Lr Rr)) < Cllflla, (q, r) E Ao, (2.35) 
上 Penasl < ClFlrrgr (ar) € Ae, (2.36) 
R 
| J , UOU"(s)F(s)ds)| an <CllFlize mir) (ar), (GF) € As. (2.37) 


进而 , 如 果 (2.34) 成 立 , 则 估计 (2.25)~(2.27) 对 所 有 的 o 容许 对 均 成 立 . 详细 证 明 
见 文献 [KT1] 或 [Mi2]. 
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A I FERA W 
H=L(R"), U(t)=T!, o= 7 (2.38) 
利用 TETË = PeT}, K (2.31), 就 有 
IETS fll = ||PxaTs_eflloo < C + lt — sl) $f. 


与 此 同时 , (2.32) 可 以 直接 从 (2.29) 获得 . 因此 , 利用 (2.23) 和 注 记 2.4 中 的 TT* 
方法 及 投影 算 子 的 有 界 性 , 容易 推出 


PeiTe flirer) SCIITE flre < Cll file, (2.39) 


| [ Pei T} F(s)ds <| | PaiPeaT* F(s)ds| 
R 2 R 2 
<| /rasls <ClFlize mer (240) 
PeiT,_.F(s)d =| Pe TT F ds| 
| J SiTe- Ps)dsl Ls ,rn J GTT, Pls)dsl Lam 
£ 
<| [TE PO), yn Chl er) (2.41) 


非 齐 次 部 分 的 估计 I 一 一 低频 情形 
情形 1. t > 0. > xr (t) 是 Ry 上 特征 函数 , 则 


t 
PeT,_,F(s)d =| PeiT:-sxr, F(s)d 
I an sn sr) I SiTe- xR 3 arra) 
Sixx FS) zemer) < Flier ane). (2-42) 

情形 2. t <0 xr (t) ÆR- 上 特征 函数 , 注意 到 

t 

f PeiT-:FGds= | PaiTi-sP(8)ds- T, | PeiT-sxa-(8)F(8)ds, 
0 s<t R 


则 


t 
| | Pe1Tr-5F(s)ds 
0 


Li(R_;L*(R*)) 


< 十 


L7(R;L7(R”)) 
| PgoT_sxr_(s)F(s)ds 
R La(R;L7(R")) 


SS File Re (R”))° (2.43) 


f PeiT,_.F(s)ds 
s<t 


T, f P<ıT_sxr_(8)F(s)ds 
R 


LI(R;L7(R”)) 


< | PgiF ll pe (RL (Rn) + 
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高 频 部 分 的 分 析 
BIW 3C=C(n)>0, 对 V2<r<o, 有 


Tull, < Cta ulle, Vt#0, V2<r<oo. (2.44) 
事实 上 , 对 ue Cee(R"), 容易 看 出 
(T;'u)(x) = oar 上 人 u(y) | aR ; Aa (EJee dedy, VEER, 


(2.45) 
这 里 
pE) = VIF |E, Hy (E) = |det (02. (€))}. (2.46) 
相 函 数 o 满足 文献 [KPV1] 中 引 理 3.4 wen 其 中 m = 2,0 是 By/2(0)°. 于 是 
|Teulloo < Clt Ë llull, Wt © R\{O}. (2.47) 
由 Plancherel 定理 
ITfull2 < lulz, YtER. (2.48) 
由 Riesz-Thorin 插值 公式 , 推出 断言 3 成 立 . 
非 齐 次 部 分 的 估计 II 一 一 高 频 情 形 
设 (q,r), (a,b) € Ag, 注意 到 
Ts (Te) = P31 /2T t? PaT? TEY = P1 Ts—t, (2.49) 
4 
H=L?, U(t)=T", o= = (2.50) 


直接 验证 注 记 2.4 中 的 条 件 (2.32)~ (2.33) 满足 . 对 于 U(t) = Tt 采用 TT* 方法 ， 
就 可 以 推出 估计 (2.35)~(2.37)， 注 意 到 Pon 在 L?(1 < p < œ) 上 有 界 , RUF 
= Tf 的 推导 , 就 得 


|| P>1 Teul| razr) < Cll ull, (2.51) 
t 
| J P>1Ti—sF(s)ds|| ， „æn SOIE Re (2.52) 
| [ PoiT-sFls)äs|| < Chul uy (2.53) 
R 


这 里 与 U = 区 别 在 于 容许 对 均 是 Sharp 型 容许 对 , EE BEEE 
的 估计 : 
|U(s)U"()f loo < Clt = sIf £ Clt — sI- Ifl: (2.54) 


8.2 Strichartz 估计 与 适 定性 理论 


自由 方程 解 的 LY — L 估计 
注意 到 


1 1 
u=5(Te+T1)uo + (I + A?) (T, — Tun 


1 1 f 
+ga | (Tı—s — Ts—t)h(s)ds, 
0 


T T T t T 
] -一 十 一 —Ss | Ts 
w=- (1 + A) + tu + | a 


“4 h=0 f, AFL > L 估计 可 见 
u(t) [lr < Pew dr + || Poru) llr 
<C(t F0-®) + 780-5) (luollw + NT + A?) ull), 
这 里 用 到 (2.24) 与 (2.44). 
线性 梁 方 程 解 的 低频 部 分 的 Strichartz 估计 
对 任意 (q,r), (a,b) € Api, 利用 (2.39)~(2.43) 可 见 
P<i(u, ut)|| Larr) = |]P<2P<i(u, ue) Lamr”) 


C (||(uo, wi)lle + (T+ A®) 2 Pahl ra ;ro) + llPahll rozo) ) 


< 
<C (||(uo, wi)lle + Illl ze CR,Le’)); 


h(s)ds. 
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(2.55) 


(2.56) 


(2.57) 


(2.58) 


这 里 用 到 PgoPe1 = Pg, Pga, (了 十 A2)-3 Pe 在 L? 上 是 有 界 算 子 ， 即 它 对 应 的 


核 函数 是 L! 可 积 函 数 . 
线性 梁 方程 解 的 高 频 部 分 的 Strichartz 估计 
对 于 任意 的 (q,r), (c,d) € As， 利 用 (2.51)~(2.54) 直接 推出 


1 1 
Por (T+A?) Sw, u)|| zar CT + A?) tuolla + leet +H cer ;re))- 


对 于 任意 (q,r) € Ape, 3 p <r, 使 得 (q,p) € As， 其 中 W? 一 L"(R"). 则 


|| Poi ull ramier) S| I-A) Poi ull Lom;rr) SIHA) P ull taR). 
线性 梁 方 程 解 的 控制 性 Strichartz 估计 
注意 到 Ape C Api, 对 任意 (q,r) € Ase, (a,b) € Api, (c,d) € As, 则 


(u, Ue) ll ocr;e) + lull zec;z-(R*)) 


<C(I|(uo, va) lhe + Pll cer cco æy + lihre Ry)» 


(2.59) 


(2.60) 


(2.61) 
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这 里 用 到 (co,2) € As NAB N ABe. 


注 记 2.5 (1) 设 u(t,z) 是 问题 


oe + A?u+mu=h(z,t), u(0)=uo(z), uz(0) = ui(z) 


A <> v(t, x) = u(A*t, Ar) 是 问题 


Ot? 


D27 
| — + A + Mm = Mh(At, AZ), 
(v(0), ve(0)) = (dio, XM) = (uo(Az), A*u: (Az) 


的 解 , 取 Atm = 1, 则 由 w BY Strichartz 估计 可 以 推出 对 应 的 u 的 Strichartz 估计 . 
(2) 将 线性 问题 解 的 表达 式 (2.19) 或 (2.55)~(2.56) 改写 成 半 群 形式 , 就 是 


u 加 uo t _s 0 s 
(*)-wo(®)+fwo-n(,0, Jan em 


cost CAF sintV1 + A? | 


W(t) = | V1 + A? (2.63) 


V1 + A?2sinty1 + A? costy1 + A? 
利用 估计 (2.40) 和 (2.53) 就 得 
| [ W(—1)(0,h(t)) th] S (hlig) Y (a B)EAS, (od) eh 


(2.64) 
事实 上 
| woo hoanl) E | 人 去 Q+ 4?) 1D - rma 
+ f nt Tenoa) 
R z2 


> 2 
< | f Teh(t)dt| +| f T-h(t)at| 
R L? R r” 
2 
<C (Pll co r» ry + Allee Ree Ry) 


注意 到 


sinty 1 + A? 


mw (? ) -Kopt KON K(t) = VET 
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mw ( í ) -amw ( í ) = Šo + Ky, 


所 以 
t 
| HPW- 0, Mas n SMe Yd), (ed) € As 
(2.65) 
[WE Pilu or < Ciel“ FE“ + Aule + lolle), (266) 
IWE Ps1 (u ol < Cle") (E +A? ulle + lol). (267) 


对 于 N > 8, P>1Pon = Pon, 可 以 将 (2.65), (2.67) 中 已 1 HRM Pon, 结果 仍然 成 
立 . 由 于 LW = ôW, 根据 (2.18), (2.66) 及 (2.67) 就 可 以 推出 


2 
[ELW (£) (0, v) ||, <-Cmin(|t|-2(2-*), ea- lull, 2<r< -一 z- (2.68) 


事实 上 , 当 |t| > 1 时 , 利用 (2.18), 总 有 


|M P51 W(t) (0, v) || <la; Pu sl < oy “dD 


4 1 


<Cmin(|t|- 23-#), tG) ull. 


(3) 当 |t| > 工时 ,用 估计 (2.68) 的 第 一 个 衰减 估计 ; 当 It] < 1 时 , 用 估计 (2.68) 
的 第 二 个 衰减 估计 . 


8.3 ”散射 理论 的 机 制 
由 于 Ape 容许 对 在 研究 梁 方 程 中 处 于 核心 地 位 , 见 上 一 节 图 示 的 Ape 的 关系 . 
从 Ape 容许 关系 中 选取 对 称 的 容许 对 就 是 (g =7) 


(r) = (2242) nt 9) 且 ate F > 和 二 0<5<4. 


TË, Age 中 的 端点 对 称 性 容许 对 就 是 


(9)，。 (HOLD, AOE) eg, 


- 316 - 第 8 章 非 线性 高 阶 Klein-Gordon 方程 的 散射 性 理论 


选取 与 非 线性 增长 相关 联 的 Age 型 端点 对 称 性 容许 对 : 


2(n+4) 2(n+4) 2(n+2) 2(n+2) 
n+8 P, n+8 p) 5 ( n+4 P, n+4 p) € AB.. 
容许 对 选取 的 理由 如 下 : 
2(n + 4) < 2(n + 4) 1 _ 2(n+4) 
a SOn THE PT nia? 
2(n -+ 2) 、 2(n + 2) 1 _ 2(n4+ 2) 
n—4 f n-4 14-8, °° nya” 
命题 3.1 设 


tee cp<at-i,n>5; 142 <p<o, n<4, 
n n 
u € E(R,) Æ (1.1) 的 能 量 解 , 满足 
2(n+4) 2(n+2) 
ue Li "(Ry x R”) N L,Y "(Ry x R”), 
则 前 向 散射 结果 成 立 , BP 3 (wt (2x), uf (z)), 


im (u, we) — (w(t), we(t) lle = 0, 


这 里 
w(t) = cos Vm + A? tut + Sn ute 
满足 
E(u(0), ue(0)) = Eo(ug, uz). 
进而 (1.7) 定义 的 算 子 Q4: 


N+ (uo(2), ui(x)) = (ug (z), uy (2)) 


(3.1) 


(3.2) 


(3.3) 


(3.4) 


(3.5) 


是 连续 的 . 具体 地 讲 , 记 u(c,t) 是 (1.1) 具有 初 值 条 件 (u (0), u (2) 对 应 的 


整体 解 , 如 果 


jim. lu (oh (7)) — (uola), u (2))lle = 0, 


则 


— 00 


lim (ug uf) = Jim Q (ub, uf) = NQ (uo, u1) = (ug ui). 


(3.6) 
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证 明 ”首先 来 证 明 如 下 断言 : 在 1+ ~ <p<1+ — 条 件 下 , 如 果 
u € C(Ry, H?(R")) NL, ote “ate PR x R”) N Lz atA “wre POR, x R”) 
是 (1.1) 的 解 , 则 存在 (ud ut) eE 满足 


(u(t), ue(t)) — WO uo, ui)le — 0, t— +00, (3.7) 
这 里 (ug uy) 由 积分 方程 


(usut) = (vola), wale) + f WES), Puls) 88) 
确定 
事实 上 , 令 
5 的 = (volt), va (£)) = W(t) (ult), w(t), (3.9) 
它 是 自由 方程 


vie + A2u + mv = 0, 
| (3.10) 


vo(0) = u(t), ve(0) = welt) 
在 _t 处 的 解 ， 注 意 到 (3.7) 等 价 于 
|W (—t)(ult), uct) = ufute — 0, t> +00. 
因此 , (3.7) 可 以 归结 为 证 明 (vo(t),v1(t)) = W(—t)(u(t), u(t)) 4 t > +œ E E 
中 是 收敛 的 . 由 解 的 表达 式 可 见 
(oln =WCD (WOO uor in) +A meat)asj 


= (uo, w1) +À J W(—s)(0, lulP-4u(s))ds (3.11) 


<=> i(t +s) — H(t) = À | i W(-t’)(0, lul? tu(t) dt, s> o0. (3.12) 
选取 
(aa) = (APP) 20D) cng, (oo) = (CEB IED) e ns, 
由 整体 Strichartz 估计 , 就 有 
[Ce + $) = Cole <C([]luP ll ror quesayxney + [lull ee ceere xe) 


<C ull? an 14 + Mull 2(n+2) . (3.13) 
( ae? (ths]xR") a pran) 
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由 此 可 见 , 当 t> +œ, s > 0 时 , 上 式 右 端 趋 于 0. 这 说 明 o(t) 在 2 中 是 一 个 
Cauchy 列 . 因此 , 存在 (wt (x), uf (x)) c € 使 得 


Jim 6) = (ug (2), ut (2)). (3.14) 

由 于 W(t) 是 西 算 子 群 , 这 就 意味 着 
HE), -WOUT uP Mle = [WAU uel) (ud, le — 0 t> +00, 
| (3.15) 


与 此 同时 , 在 (3.11) #4 t +00, 即 得 恒等式 (3.8), 从 而 就 证 明了 断言 . 
4 


(u(t) uo (t)) = W(t (ug uy), t 20. (3.16) 
注意 到 对 称 性 的 Ap 型 容许 对 介 于 
2n+ 4) re 2(n + 2 
之 间 , 选取 g=r=p+1, 就 得 


由 Strichartz 估计 可 见 
lu" (Dll petty xry < Clll un )lle < co. (3.17) 
从 而 存在 子 序列 {th} 一 +00 满足 
jim lv (te) Ilz2+1 can) = 0- (3.18) 
注意 到 
lu” (ti) — u(t) ll + lug (te) — ue(te)ll2 — 0, te > +00, (3.19) 
及 能 量 守 恒 律 , 容易 推出 
E(uo(x), u1 (£)) = E(u(tk), ue(te)) 


= Eo(u(tr), us(te)) + I. 区 lp d 
ut p+1 
= Fo(W (tu) ug sd) +00) + S 


= Eo(ud, uf) + o(1), jim o(1) = 0. 
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从 而 
E(uo(z), Ul (z)) 一 Eo(ug ， ul). 
最 后 , UREA NMR O, 的 连续 性 , 即 


jim a (wo +(k) (x) — ug (x), uy tC) (x) — uf (z))||, = 0. (3.20) 


id ul*) (t) 是 方程 (1.1) 以 (u®, ul) 为 初 值 的 解 , DUE AS TE TEA (ut (2x), 
uy (x) 满足 


Q (ug (a), ut? (2)) = (ug (2), uy (2). (3.21) 
S w) = u(t) -uh (t), MEWE 
2 (k) 
一 一 十 A2wkt + mu = drlulPotu — Aju — wP- (u — w), 
t2 
w) (0) = wo(z) 一 uP (z ), (3.22) 


wy) (0) = ur (a) — uP (2). 
由 整体 时 空 估计 与 积分 的 连续 性 定理 可 见 ，v e > 0, IT>0, 使 得 


lull tet + llull asm, <E. (3.23) 
748 "([T,00) xR") zat’ "([T,co)xR*) 


另 一 方面 , 由 局 部 适 定性 理论 , 在 任意 有 限 区 间 [0, 7T], 有 
Jim a |w; Clo, T]; H?) n C+ ([0, T]; L) nN Lo (0,T] x R*)||=0, (3.24) 
这 里 用 到 


(00,2) E€ Ag, (co,2) =(1,2), n<4; 


4 

(00,2) € As, (œ,2y = (1,2), n>4, p< sts, 
2 2) 2 2 2 2 4 
( (n+ ) (n+ 站 ess = (2242) _ Ant ) n>4 pant | 
n n n n+4 n—A4 


当然 , 用 Sobolev HRA BHAA 


2(n + 2) 2(n + 4) 2(n+4) p 2 2(n+2) p 
n+4 ————P > n+8 — p => Lt C |Le Lei |; 0<0<1, 
亦 可 获得 相同 的 结果 . 
WFtST, +> 


| 


W (n+2) + wl) uy 
([T,t] xR”) +| Lo *((T,t] xR”) I 


| ore;ey. 
(3.25) 


gt) = wm ete 
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利用 整体 Strichartz 估计 (2.17), 可 见 
gO < Cy EWO Tw T+ uu eo) ater se, 


十 lale-lu — lu — wt) PB (u — wh) 
pe u — |u |P= (u MM 2( AeA xR) 


<C(V How (T), wf" (T) + [luo | + MPI] aan 


ze ((T,t]xR*) 
+j Ew] + fer) PI aaga ) 
Ir +! | a ([T,t] xR”) 


< Cy Fo(w*)(T), wt (T T) + O(a isa, a aea + ol aa, ) 


r,t 


p— (k) Ck) P ) 
+C (lula: te» lo | aea + llw | aata p 
£, x,t 


< OV Eo(w(*)(T), wh") (T)) + 2CeP-1g (t) + 20g) (tP, (3.26) 


这 里 e, T 与 (3.23) 中 的 相同 . 
现 取 se (0,1) 满足 4Ces/" < 1， 上 充分 大 满足 


CV Bo (w)(T), wv” (T)) < min (Soe -), (3.27) 
gP (t) < 4C1/ Eo(w (T),w*)(T)) — 0, k> ov. (3.28) 


特别 , 当 充分 大 时 , uh 是 整体 存在 的 . 事实 上 , 因为 (3.28) 及 满足 整体 时 空 
估计 ， 自 然 推 出 当 充分 大 时 , wo 满足 整体 时 空 估计 . 因此 , wo) 是 整体 存在 且 
散射 性 结果 成 立 . 


就 推出 


由 于 
lim 【lu -ull amsa — |ju® — ul] 2m2, ) =0 
> © Li 2t® "(Ry xR) L777 "(RL xR") 


从 而 推出 u 也 是 前 向 散射 的 , 并 且 有 
(uf* (x), uf (x) = (ug? (x), uf («)) + A f ~ W(=8)(0, Ju P- tu ®)ds. 
0 
因此 
| -ugut — vt))e SlU — uo, uy” — w )lle 
_ (k)|p—1,,(k) _ 一 
A W(—s)(0, ju’ | tu) — |u|? ‘u)ds|| 。 


— 0, k— oo (根据 Strichartz 估计 ). 
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推论 3.2 设 n>5,1+ 二 <p<1+- 一 设 u(t) € E(R,) 是 (1.1) 的 整体 


强 解 满足 
(u(t), utle < C<o0 CAER), 


37 > 1， 使 得 „im lull = 0. 


则 问题 (1.1) 前 向 散射 结论 成 立 , 同时 , 命题 3.1 的 结果 亦 成 立 . 
证 明 ”由 于 | (u (2), w(t) le 一 致 有 界 , 因此 


lullza + lullzas < ce (RRF). 
对 (3.30),(3.31) 利用 插值 定理 , 可 见 
lular — 0, t—>+%œ, V2<q<2!. 
由 局 部 适 定性 结果 及 能 量 守 恒 , 对 于 次 临界 问题 存在 整体 解 
2(n+2) p 


u(t) € C(Ry; H?(R")) A Ly, = (RL "1 ?(R")). 


loc 


因此 , 证 明 推论 3.2 就 可 以 归结 为 证 明 : 存在 Ty > 0 使 得 


ull 2(n+4) | 2 2(n+2) [lC < œ. 
| | a P ([To,00) xR") + lu Ls, ?14 ([1,00) xR") 
解决 问题 的 思路 


Ap, 型 对 称 性 容许 对 所 决定 的 工作 空间 是 Lo OL. 


(3.29) 


(3.30) 


(3.31) 


(3.32) 


(3.33) 


(3.34) 


端点 Strichartz 估计 对 应 对 偶 空间 是 (LLY A L277) -PL 4 LAL. 


} Strichartz 估计 @ Holder PFA 


2(n+4) 
2p r 区 2 了 _nt+4 
Li ?Lz Fa = [LPL L, rane PE 01 一 n+ g’ 
2(n+4) n+2 
2p 7 n+4P n P — 
L? PL. Fa = [L? Lg, Ly ts Je? 0z = nya? 
因此 
2np 2np 8 8 
= 一 一 Q<rep<2orl+—-<p<1+——. 
r= oe P= TG 且 <r<p< + 一 p +> 
证 阴 $ 


2n np 
<r n48 P n+4~ 


—4 


(3.35) 
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Re>0o (待定 常数 ), 由 (3.32) TIL, 3T > 0 满足 


sup (llull- + llullp) < €. (3.36) 
t2To 
对 Vt 之 To, 定义 
g(t) = max( ul a ed, llull asa ). (3.37) 
P ([To,t]xR") L77% (rot]xR") 


FH Duhamel 公式 


(u(t), u(t)) = W (t — To) (u(To), ue(Zo)) + af W(t—s)(0,|ul? lu(s))ds, Wt > Tp. 


由 Strichartz 估计 , 式 (3.36) 以 及 人 ’ nt), (Ae mta) 
E Ape 可 得 


t) < Cy Eo(u(To), ue(T +C (1l? z 7 ) 
g(t) o(u(To), uz(To)) | [an + |u ulan, D; Lae) 


cap 
<C Eo(u (To), uz(To)) + Cllull? n a, Le) Lente P ((To,t] xR”) 
-4P_ zts C ep 
n+8 
+Cllull Sin, t); L") “ar CC 
< Cy Eo(u(To), uz(To)) )) + e*Fig (t) wre ae + erfa g(t) ate om (3.38) 


这 里 用 到 (2, 2*) € Ag, (2,2?) € Apr. 
注意 到 9(7b) = 0, 从 而 , 对 Vt> To, A 


g(t) < CV Efun mE) te (g(t) tga) R), e' =C(ent ters). (3.39) 


, ((n+2)p (n+ 4)p — 、 、 
由 于 min a ) 、1 利用 标准 的 连续 性 方法 , 只 要 取 


/ 
, C 
(top ? 


o_O 
* 2c) + (0075 


Eo(uo, ui1(7)) 


可 得 
g(t) < 2C’ 全 2CVBE(uouai(z))， 
注 记 3.1 (i) ERE 


l+- <p< œ, n <4, 


1+— <p<H—l, n25 
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下 , 通过 求解 终 值 问题 


u(t) \ Ug 士 oo 0 
| uz(t) = W(t) | ut ) +f W(t — s) | jujP-1u Ja , (3.40) 
即 存在 了 > 0 和 (3.40) 的 唯一 解 v 满足 


(ult), ult) € C([T,0o);£), Hue L E? pL ?((T,00) xR"), (3.41) 


(u, ue) — W(-)(ug (£), ui (z))Ile — 0, t= +00. (3.42) 


进而 , 有 如 下 连续 依赖 性 : 设 uO) 是 终 值 问题 (3.40) 对 应 于 初 值 (ud uf) 
的 解 , Er 
(ug ut) 一 (ug ut), k> o, (3.43) 
则 当 k 充分 大 时 , u(t) 满足 
(UP (t), uf?) € CUT, o); £) n (Le? n Lie P) (IT, 00) x R”), 
并 且 
uE, uP) -Caale > 0, t> +o. (3.44) 
(ii) Æ (i) 中 求解 初 值 问题 
| un + A?u + mu=AlulP-'u, 入 < 0， 
(u(t), u(t))l=r = (u(T), ue(T)) € E, 


亦 可 以 获得 整体 解 a(t, z) 满足 


(3.45) 


2(n+2) 2(n 
l(t, x) € C(R; H?(R")) Lye ?(R; LF ?(R")). 


由 唯一 性 定理 , 终 值 问题 (3.40) 的 解 u(t, c) = a(t, x) WE (u, u) € C(R4;€) A 
uc Lee P(R, x R”) NL P(R, XR") ( 半 整 体 时 空 估 计 )， (3.46) 
还 缺少 及 _ 向 的 整体 时 空 估计 , 这 本 质 上 建立 了 映射 
W+ : (wo (z), vi (2)) +> (uo(x), us (x). (3.47) 


欲 建立 完备 的 散射 理论 , 仅 有 上 述 的 整体 适 定性 及 波 算 子 的 存在 性 是 不 够 的 . 如 果 
建立 了 u(t) 的 整体 时 空 估计 , 由 命题 3.1 及 推论 3.2, 有 


Q_(uo(x), wu1(7)) — (uo (x), ur (7)). 
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这 样 就 建立 了 散射 算 子 : 
S: Hx — H xL, S = Q W, £ W! o Wh. 


Gii) 前 面 的 命题 3.1 及 推论 3.2 HRMS R,, 同 理 可 以 获得 R 方向 的 后 
向 散射 结果 . 
(iv) 无 论 是 聚焦 与 非 聚 焦 情 形 , 或 者 是 A? 临界 与 H? 次 临界 , 即 


8 
> 5 I+ < p< œ (n< 4), 


8 
I+" < pS 1+ 


只 要 初 值 能 量 ‖(wo, wajlls < 1, 利用 整体 时 空 估计 引 理 2.3 及 佑 计 (3.38), 就 可 以 
直接 推出 散射 性 结果 : 3 so > 0, 对 任意 初 值 (wo,wi(z)) € E 满足 


(uo, vi)lle = E < £o, 


则 (1.1) 的 解 是 散射 的 . 
(v) 当 p < 21 一 1 时 ，Levandosky [Lev2] 证 明了 小 散射 理论 . 同时 证 明了 对 于 


RRE A> 0), p < 1+ ,方程 (1.1) 具有 行 波 解 , 这 说 明 此 情形 下 散射 理论 不 


成 立 . 事实 上 , 行 波 解 的 L 范 数 (2 < r < 24) 是 一 个 常数 , 从 而 说 明 它 没有 整体 
时 空 估计 . 
进而 , 如 果 我 们 在 复 值 函数 的 层次 上 考虑 , 利用 Levandosky [Lev1] 的 方法 , 可 


以 构造 具有 任意 小 能 量 的 行 波 解 ez <14 z), 这 与 小 能 量 散射 结果 相 矛 盾 . 说 明 
即使 小 能 量 散 射 , 也 起 码 要 求 p > 14+ =. 


8.4 ”频率 局 部 化 技术 
本 节 证 明 次 临界 非 聚 焦 梁 方程 解 的 频率 局 部 化 . 目 然 基 本 的 假设 是 
入 < 0， 1+ 二 < 了 < 对 -1 (4.1) 


方法 源 于 文献 [Tao5]. 
引 理 4.1 设 n>5,p, 和 满足 (4.1). 设 ue E(R,) 是 问题 (1.1) 的 前 向 整体 
WE. 则 存在 (wt ut) EE, mo > 0 和 函数 w e E(R+), 使 得 


(u, uz) = W(-)(ug, uz) + (w, wr), (4.2) 


W(—t)(w(t),w:(t)) — (0,0), t> +00, (4.3) 
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sup lim sup N™ Eo(P>n (w(t), we(t))) < C, (4.4) 
N21 1 一 Oo 


这 里 C EMRE E(u(0),u2(0)), m, A Al n 的 常数 . 


推论 4.2 设 n>5, uc E(Ry) 是 次 临界 非 聚焦 梁 方 程 (1.1) 的 前 向 整体 解 . 
则 对 € > 0， 3 to 和 N, 使 得 


Eo(P>n (u(t), u(t))) <°, Yt to. (4.5) 
证 了 明 ”因为 (utut) eE, ML Vve > 0, 3 No 使 得 
Eo(P>wo(ug ut )) < €°/4. (4.6) 


一 方面 , HF W 是 一 个 西 算 子 , 并 且 它 与 Pon 可 交换 . 于 是 推 知 , 对 任意 的 
N>wNo, A 
Fo(P>nW(t)(ug , ut) = Eo(W(t)(Penug , Panui )) 
= Eo(P>n (ug , U7 )) 
= Eo(P>N Pono (ug, ut )) 
<e?/4. (4.7) 


另 一 方面 , 由 引 理 4.1 中 的 估计 (4.4) 可 见 , 3 Ni 使 得 
Eo(Psn(w(t),wz(t))) < «7/4, VN>M, Vt>tn, (4.8) 
这 里 ty 依赖 于 N. BS N > max{No, Mi} M tty, 结合 估计 (4.7),(4.8) MA 


Eo(P>nW (t)(u(t), ue(t))) < 2Eo(P>n (w(t), we(t))) + 2Eo(Psn W(t) (ug ,ui )) 
<e?, (4.9) 
这 里 用 到 自由 能 量 表示 式 是 一 个 二 次 型 . 
引 理 4.1 的 证 明 “下面 分 几 步 来 证 明 引 理 4.1. 不 失 一 般 性 , 令 m= 1, 入 = 一 1. 
由 于 
1 十 ~ <p< 2-1, 
则 总 存在 (a,b) € As, d> 2, k E (0,1), 0 € (0,1) 及 


2 2n 2n 
S° < 2< pa < gP (选取 a zE T) (4.10) 


使 得 a > 2 及 下 面 逐 条 指标 关系 成 立 : 
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a 1l p-K K 
CE r + 
(ii) ap — K) > 2; 


...、 n—4 2 n n 

(iii) =z < ap K) +7 < 3 <=> ((a'(p — k), d) € Ape; 

1 1-6 @ 2n 

iy) p 2 t D PO >1(a—> "7 =a + 此 与 (4.10) 等 价 ). 


注 记 4.1 (4.10) 中 a 的 选取 原则 是 确保 


2 
H? > L = 2 < pa < ——p < 2#. 
n+4 


第 一 步 (WEF D. BICR, uc E(T) 是 非 聚焦 梁 方 程 (1.1) 的 解 , H 1+ ~ < 
p<1+ -一 id E> 0 满足 E(u, u) < E, 则 对 任意 的 (gr) € AB, 有 


1 
lull jac, Lr Rr)) < Cl(1 十 Z|) 17, C=C(E,g,n). (4.11) 


断言 I 证 明 先 考虑 了 = [to, ti], | <1 充分 小 的 情形 . 将 (1.1) 改写 成 


O2u 
Ot? 


EE ps H N, Ap, 


+ A?u = —u — |u| tu 


2N 
3 < —4 


当 p> TEE mt, 可 以 选取 容许 对 (q, — a) e Ap WE: 


2 2 -4 2 —4)p—(n+2 
0 一 4 2_ (n—4)p~(n+2) 


2n 
— H? 一 La. 


4 np 2 7 2p 
n+2 
为 了 保证 
4 4 
p > op > p< rt os p< Å], 


1= (n—4)p — (n+?) n—4 
这 里 用 到 (co, 2) E As N 人 已， 
情形 1. 考虑 p> 了 二、 的 情形 , 由 上 面 分 析 , 3 5 > 0, 使 得 


(2p+5 SR) 4 (y,p) € Ap (5-2 = SPO 50), (4.12) 
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因此 
1 (n +4) ~(n—-4)p Lg 


H 4p 
利用 局 部 Strichartz 估计 (2.2)， 注 意 到 (2, 2*) € As, (%0,2) € As, WH 


lle;re) <C(V E(u, we) + Due wl 2 + lulle) 
<C(VE(u,ue) + llul? 2) (Al IZ] < 1) 
L2p(I;L"+2) 
<O(V E(u) + Ë lular)). (4.14) 


上 式 中 VEn) 可 以 用 更 好 的 估计 V/Eo(uostn) RARE 
由 于 h(t) = lull Lrcttod]; Le Rr)) 满足 h(to) = 0, h(t) 连续 ， 从 而 推出 ， 当 |Z| < £0 
充分 小 时 , 有 


(4.13) 


[ul tro; zem) S 2CV E(u, ue). (4.15) 
因此 , 利用 局 部 Strichartz 估计 可 见 , V(q,7) € As, 总 有 


卫 
lull ca(roszrerny) $C (E(u, w) + |T” lulta er) 


<CWE(u, u) + I|" (2C-V E(u, ut))” 


<C. (4.16) 


情形 2. 考虑 p < 7 的 情形 . 此 时 , “PP < 一 
直接 利用 局 部 Strichartz 估计 , 对 任意 的 (q,r) € Ap, 由 于 (2,2*) € As, WA 
lullzacr;z-(Rny) < C(V E(u, ue) + lull? )<e, (4.17) 


2n_ 
L2r(1;L7+3?(R")) 


这 里 用 到 H? GL, 2 < 7 < ne. 
对 于 一 般 的 区 间 1, 分 解 


1=Uby l= e (最 后 一 个 区 间 可 能 小 于 co)，k= [ar as) 


Q. 
lt ( > 
pi 


因此 


k 
locr rm) = De lulle, ræ < CUI + 1). (4.19) 
j=l 


第 二 步 (WW). 设 Tc R, ue E(J) 是 次 临界 非 聚 焦 梁 方程 (1.1) 的 解 . 对 于 
满足 (i)~(iv) 的 容许 对 (a, b) E€ Ag, 存在 7 > 0 和 C > 0， 使 得 


[Pan (lup u] zerro <CN7~"(14+|I|)27, VICR, |<, (4.20) 
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这 里 C,7 NKF n 和 E = E(w(0),w:(0)). 
断言 II 证 明 SES | < 1 的 情形 . + ur = Ponu, u =u- unr. 由 函数 的 
单调 性 可 见 
|ju|P- lu — |u|? *ue| < Clun| (lul? + we 一). (4.21) 
利用 Holder PFA, Bernstein 估计 及 第 一 步 的 结果 , 可 以 推出 


|| Pan (vl? Tw — jue P= ete) Il Le cr; Le (RM) 


< Chlunl jun?" (uP + feel?) Il rarr cay 


E 7 E 1 d K 
< Claasca unl?" (P + lu ) 


La’ (I;LP=* ) (5 ~ p-k 2 
K —K 一 一 1 
< Cll tall E-0¢1;22) ll tall a, (1,14) (elparo + luel vre-o) 
OK K as 

SON?" unm (1 + |) 9 

<CN-**, (4.22) 
这 里 用 到 > 0. 

另 一 方面 , 由 Bernstein 估计 、 能 量 守 恒 、(i)~(iv) 及 第 一 步 可 以 推出 


|P>n lue uel] re (I;L® (R")) 


<CN™*||IV|(luel? ue) | rer rey 


CN |v (jue P ve) || zacr Lo crn) 


<CN7*||[Vue|*||Vuel?-* juel] 


L% (I;L* (R™)) 
< CN Yuwelz= (7,12) Vell orem) (748) rR 
<CN™ ull coy) N "luli wa) 
ry 
CN “luli aay (1 + H) 7e 
CN `", (4.23) 
这 里 用 到 |I| <1. 取 7 = -r 就 可 以 推出 第 二 步 在 I < 1 情形 下 成 立 . 
对 于 一 般 的 有 界 区 间 I, 分 解 
k 
=u, Wl<1, k=[Z]+1 
j=l 


利用 标准 的 技术 就 可 以 推出 


| Pow (lu wo) lr) < CNA +). 
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第 三 步 (断言 I). 设 u(t) e E(R,) 是 次 临界 非 聚 焦 梁 方程 (1.1) Hare 
解 . 设 E >0, E(uo,ui) < E. 则 存在 (ud, ut) EE 及 函数 w e ER) 满足 


(u(t), ue(t)) = W(t) (ug (£) u? (z)) + (ww), VEO, 
Eo(ud ) Uy +) < E, Pole» wi) < 4E, t20, (4.24) 
W (—t) (w(t), we(t)) 于、 0, t— +o. 

进而 , MH Vt>0, 有 


(.0(t), we(t)) = W(t)(uo — ug, u — ut) — | W(t — s)(0, |ulP-2u)ds 


T 
和 lim J W(t — s)(0, jul?-2u(s))ds, (4.25) 


T 一 十 co 
这 里 “ 兰 lim ”表示 后 面 的 极限 是 弱 极限 . 


断言 II 的 证 明 ”由 能 量 守 恒定 律 (u(t), u(t) = Elu u) MW 是 西 算 子 
群 可 以 推出 , 对 vt>0, 有 


a(t) = W(-t)(u(t), w(t) € E, 


FF AE € 范 数 意义 下 一 致 有 界 . 因此 , 由 于 E 是 自 反 空 间 , 从 而 存在 序列 tn 一 ce， 
使 得 

U(tn) = W (—tn) (u(tn), ue (tn)) 
FEE 中 弱 收 敛 序列 , 不 仅 如 此 , ot) FEE 中 的 弱 极 限 点 是 唯一 的 . 换言之 ， 


„dm (0f) ~ a(t2),d)e =0, Y (po, p1) 2 d(x) € CF (R") x CR ， (426) 
事实 上 , id te <t, 由 Duhamel 公式 和 W(t) 是 酉 算 子 群 的 性 质 可 以 推出 
Got) — 2(2),8)el=|( f wee = AO, lu? s))as, 4) | 
< KO lPi) WOA) las 
< [ura], mews 


ty 7 
<Cllulfe | MaW(s)éllywds. (4.27) 


Tosd, MEE 6 > 0 和 C > 0, 使 得 


Wele < Cl (用 到 -3(1-2) <-i a>2). (4.28) 
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从 而 推出 (4.26) 成 立 . 
由 (4.26) 还 可 以 推出 , 存在 (wy ul) € €, 使 得 


a(t) — (ug (2), uf (2)), t> 00. 
由 于 W(t) 是 西 算 子 群 , 由 能 量 守恒 公式 可 见 
ole = Iul), w))le < VE. 
由 弱 极 限 的 下 半 连 续 性 , 可 见 
(ug, ut lle < Taminfll5(blle < VE. 


现 令 , 
(w(t), w(t)) ES (u(t), ue(t)) — W(t)(ug, uy). 
直接 推出 (4.24) 的 第 一 个 等 式 成 立 . 由 能 量 守 恒 律 及 (4.31) 容易 看 出 
Ilw, welle < 2VE. 


另外 , (4.31) 意味 着 


Eo(ug uy) = ||(ug, ut )lle < E. 
结合 (4.32)~(4.34) 得 
Eo (w(t), w(t)) < 2Eo (u(t), ue(t)) + 2E (W(t) (ud ,ui)) < 4E. 


最 后 来 证 明 (4.25) sh. 由 Duhamel 公式 及 (4.32) 可 以 推出 


(w(t), w(t)) = W(t)(uo — ug, u1 — uy) — | W(t — s)(0, |ulP~*w)ds. 


对 于 固定 T > 0, 将 Duhamel 公式 


T 
(u(t), u(t) = W(t — T) (u(T), u(T)) + J W(t — s) (0, ju” u)ds 


代入 (4.32), 可 见 
(w(t), we(t)) = W(t) (W(-T)(u(T), wel) 一 (过 )) 


T 
+/ W(t — s)(0,lul? liu)ds, Vt<T. 
t 


(4.29) 


(4.30) 


(4.31) 


(4.32) 


(4.33) 


(4.34) 


(4.35) 


(4.36) 


(4.37) 


(4.38) 
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令 了 一 +00, 从 (2.29) 直接 看 出 
w 。 T 一 上 
(em 人 ) 兰 lim J W(t — s)(0, julP-tu(s))ds. (4.39) 


引 理 4.1 的 证 明 N28 We=N-”, m 待定 . 由 光滑 函数 在 能 量 空间 
E 中 的 稠密 性 , 可 见 存在 Wz) = (po,91) € C>(R") x C>(R") 满足 


lo ~ ug, u1 — ut) — g(z)lle < €. (4.40) 
用 Pon 作用 (4.25) 的 两 边 , 可 见 
Pon (u(t) unl) = WOPon(P +E- | WE- s)(0, Poulu uls))ds 
T 
2 lim J W(t — )(0, Pyw lul?-lu(s))ds, (4.41) 
这 里 
e= (uo — ug ,ul — u7) —ġ. 


由 第 三 步 知 o = (ww) WE Eo(@) < 4E. FW, 从 (4.40),(4.41) HERI, 对 
vt>0, 有 


Eo(P>Nw) = |(Psn@, Psn@)e| 


< (Pow®, W(t)Psno — [ W (t — s)(0, PsNlul? tu(s))ds). | + 2VEe 
< (w= T lim S W (t — t')(0, Psn|ul?*u(t’)) de’, W(t) Pong), |+Ce 


+|(w — lim [ W(t —t')(0, Po nlu tulta, 
了 一 十 oo Ji 


[ W(t — s)(0, Pow|ul?-*u(s))ds) | (4.42) 
0 E 
因此 , 
Pyn@) < Un (t')dt’ Vn (s, t’)dsdt’| + Ce, 4.43 
Eo( wa) < | near +| f J n (s, t )dsdt | + Ce (4.43) 
这 里 


Un (t) = |(W = #)(0, PowlulP u(t’), W(t) (Pond) 
=|((0, P>n|ulP-*u(t’)), W(t’) Pov o)el, (4.44) 
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Vy (s, t) =(W(t — t')(0, PzNlul? u(t)), W(t — s)(0, Pon |ul?*u(s))), 


= ((0, Pon lu P *u(t')), W(t — s) (0, Ponlul? “wu(s)))e- 


注意 到 H? — L°P(R"), PEE. Bernstein 估计 及 L? - LP 估计 


[IW (E) Ps1 (u, olla < CTET? (E + Aule + lella), 


Ay 
Un (t) = KO, Pentul? u(t), We) Py Del 
< el? wl ono) lW (t) Paneli ro 
Co 
从 而 


f Un(t')dt’ Se, Vt>0 充分 大 . 
t 
另 一 方面 , 利用 Bernstein 估计 与 (4.46), 可 以 看 出 
Vw(s,t) < || Pon lu Pul] za Ta W(t — s)(0, Pon [uP le 


< Olt! — sl 2 ul] iorra- 


HAR Kh, 有 如 下 形式 : 
t 一 Na 
< 人 


r Vn (s, t’)dsdt"| < 
t+N7 
+ [ (stdsat 
t t—Nn1 


由 能 量 守恒 律 , 对 于 0 < m = Xn (7 是 第 二 步 中 获得 的 ) 


co t 
J f Vn (s, t’)dsdt’ 
t+N JO 


类 似 地 , 对 于 t > NM, 通过 积分 交换 次 序 就 得 估计 : 


pi f Vy (s, t')dsdt'! < ON m., 
tt JO<s<t—N71 


WI={t-N™ < s < 如. 由 高 频 部 分 的 Strichartz 佑 计 (2.65) 得 


t+N7 


Vn (s, t’)dsdt’ 


- [ ((0, Powlul?-*u(t’)), 人 W(t — s)(0, x1(s)P>wlul”tu(s))ds) dt 


< ||PonluP wl 


({e,-4+N];L”) Xz (8) "(RL (R"))" 


co t 
<C f f t — s|? Sdsdt < CN en. 
t+N7 JO 


(4.45) 


(4.46) 


(4.47) 


(4.48) 


(4.49) 


(4.50) 


(4.51) 


(4.52) 
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利用 第 一 步 和 第 二 步 中 的 断言 , 直接 推出 
| | i | Vy (s, t')dsdt'| < Cl N? < CNv™N-"=CN-?. (4.53) 
利用 (4.43), (4.48), (4.50), (4.51), (4.53), AG 
Eo(Psn®) < Ce+Ce+CN-°™ 4CN77, 充分 大 . (4.54) 


由 e 的 任意 性 及 加 < min (Dom ) 就 可 推出 引 理 4.1 (利用 第 三 步 的 结果 ) 


8.5 “几乎 有 限 传播 速度 
本 节 讨论 几乎 有 限 传播 速度 . 就 梁 方程 而 言 , 由 于 没有 独立 的 L? 守恒 律 , 故 
Pausader 用 势能 来 代替 质量 守恒 导出 了 刻画 几乎 有 限 传播 速度 的 结果 
引 理 5.1 BE>0,2<pac -人 对 于 非 聚焦 的 M 次 临界 的 梁 方程 


(1.1), 存在 e > 0 5 M > 1 满足 如 下 结论 : WEE N > 1, to >0 和 es ce， 如 果 
ucK(R,) 是 (1.1) 的 前 向 整体 解 且 满足 


E(u, ut) = E(u(0),u(0)) < E < œ, (5.1) 
Eo(P>n (u(t), u(t))) <€, Yt to. | 
则 
f ju(t, zx) dz < (4Me)?%, Vt> to, (5.2) 
|jz|>R(2+Kt) 


这 里 R, K > 0 不 依赖 于 t. 
推论 5.2 Wn>5 Muec K(R,) 是 (1.1) 的 前 向 整体 解 . 给 定 s > 0, 3 >0 
和 Ri > 0 满足 
f lu ttdr <e, vt>T. (5.3) 
|z|>Rı(1+t) 


证 明 W E= E(u, u). Wee’ 是 引 理 5.1 PRE, co se 是 待定 常数 . 由 推 
$ 4.2, 存在 NW>1 和 了 >0, 使 得 当 上 > 有 


Eo(P>n(u(t), ut(t))) < £3. 
应 用 引 理 5.1, 推 知 存 在 R, K > 0 使 得 


f u(t, zlpadz < (4Meo)”®, Wt>T. (5.4) 
[sl>R(2+K) 
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男 一 方面 , 由 能 量 守 恒 及 Sobolev RAHAT A 


人 lult, x) dz < CEF, vt>0. (5.5) 


由 Holder 不 等 式 , 选取 so = eo(E,e) > 0 充分 小 , 从 (5.5) 就 可 以 推出 


f lul? ttds < (| ju peaz) “U juft, x jaa) * oP 
|2|>R(2+Kt) lat 


< 
< 
这 样 一 来 , 取 Ri = (24+ K)R, 上 式 就 意味 着 估计 (5.3). 
引 理 5.1 的 证 明 ”由 平移 不 变性 , 不 妨 假设 如 = 0, 与 此 同时 , 还 假设 m = 1 
与 A= -1 注意 到 2 < pa < - e , 并 用 M 表示 H? LP? YSERA ER, 即 


vlipa < Mollaa， Yv € H?. (5.6) 
& (w(t), we(t)) = W(t) (uo, u), 并 引入 如 下 记号 : 
y(t, €, 2) = t/1+ le — (2, €), (5.7) 
A o 2e 7 2N3 
een) Vit fet VIF NT (5.8) 
用 e ER", 0.¢ = (Vey, e), 对 任意 了 > 2, 3M; > 0 满足 
IP el < Mit, & =d%, lol =j>2. (5.9) 
引入 记号 : 
二 {z:|z|> R(2+ KH}, So=R"\S, (K 是 由 (5.8) 确定 的 常数 ,RR 待定 )， 
(5.10) 
| u(t) = Xse(T)ult) + xs,(z)u(t) Sve(t) + us(t), an 
[uP = [jue we 十 jus |P tug. 


在 物理 空间 与 频率 空间 上 分 解 Duhamel 公式 : 
(u(t), uel) = WO wo) — | WEES) (0, ul tas))ds 
4 (w(t), welt)) — | W(t — s)(0, |ul?-2u(s)) ds 
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就 得 
u(t) =xs,P>nu(t) + xs,P<nult) 
t 
=x5,Psnu(t) + xs,Penw(t) — xs, f W(t — s8) (0, Ponlul? ‘wu(s))ds 
t—ti 


t—tı 
— XS: f HW (t a 8) (0, Pen|ul?~*u(s))ds 
0 


t 


=\5,Pswult) + Xs, PeNw(t) —xs, f W(t — s)(0, Pewlul?-tu(s))ds 


t—tı 
t—ty 
Z XS f W(t — s) (0, Penlusl? us(s))ds 
0 
t—ty 
— XS f I W(t — s) (0, Pen |uc|?~ ‘uc(s))ds. 
0 
因此 
U=Uc + Uf 


t 
=Uc+ Xs PNu(t) + xs,Penw(t) — xs, f I W(t — s) (0, Pen|ul?~*u(s))ds 
t—tı 
t—tı 
一 Xs， / Il,W(t — s) (0, Penlusl? ur(s))ds 
0 


一 人 St J i ,W(t — s) (0, Pen|uc|”~ *ue(s))ds 
Zuc(t, x) + 11(t) + ra(t) + ra(t, t1) + ra(t) + rs(t). (5.12) 


第 一 步 (断言 I). 对 于 E> 0 和 N> 1, 存在 Ro 一 Ro(N, n, p, Uo, U1, €) > 0 满 
足 : 对 任意 R> Ro Mto, A 
rz(t)l|Lre < Me, (5.13) 


这 里 M 是 Sobolev KARZ (5.6) 中 的 最 佳 常数 . 
断言 工 的 证 明 ”采用 在 无 穷 远 处 截断 初 值 、 在 锥 域 的 外 部 高 频 截断 解 的 方法 


来 进行 . 选取 $= ($0, d1) € CSe(R") x CSe(R") 满足 
Bo(uo — do, us(2) ~ h(n)) < Š, (5.14) 
K v(x) e Cee 满足 0 和 zz) 入 1 且 
on =1, |z|< 


1, 
3 (5.15) 
viz) =0, |z| > z 
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w(x) = (Zhe) r(A), (5.16) 


(welt), Owelt)) = W(t)@e(z). (5.17) 
注意 到 . 
¢(x) — e(z) — 0, R—- +o. 
从 而 推出 , 存在 Ro(ypo, yp1,e) > 2 使 得 


2 
Eo($ - ü.) <==, R> Ro. (5.18) 


因此 , 由 Sobolev KASA (5.6). Pen AFTE W(t) 单位 西 群 及 (5.14),(5.18) 可 
得 


| Pen (w(t) — welt) || rea < MI Pew (w(t) — welt) || 2 
< M||(uo, u1) — we(t)lle 
< M (||(uo, u1) — lle + ll — welle) 


< Ke (5.19) 


采用 驻 相 分 析 方法 来 估计 xs,Penwelt). 利用 Euler AÑ, xs, Penwelt) 可 以 
表示 成 形 如 下 面积 分 的 线性 组 合 : 


H(t) = xs,(z) f ; [ ; eE a-u) 5(e)b(y)dydé, p(t, £) =tr/1 + |é|4 — (2, &), 
(5.20) 
这 里 
b(n) 
1+ lel 


p(y) = (为 mg o(Z) oul). 
此 意味 着 在 物理 空间 与 频率 空间 上 同时 实施 截断 ， 注 意 到 对 v z e Si(z), 积分 
(5.20) 中 的 被 积 函 数 在 区 域 


2 
5(6 = y( ŻE) RR HE) = 
Gy (5.21) 


lz — y| < > + KRt 
上 恒 等 于 0. 事实 上 , 利用 


- 3 
z E S(s) = |z| >R2+Kt) 和 ye supply) = |yl < 58, 
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就 可 以 推出 
3. R 
jz — yl > 2R+ KRt-SR=>+KRt. 


下 面 仅 需 考虑 R 
A= {(2,4)|l2 — y| > 5 + KRE} 
上 的 积分 . 首先 定义 不 变 导 数 


1 Z 一 1 
óh, e= 
Oep(t, ,一 y) |x ~ y| 


借助 于 不 变 导数 与 分 部 积分 , 就 得 
| 人 v(tr -ale)de| = | [ vvé (Ls,)" 5(€)dg 
= [Gs ro =-a[54] 
对 任意 的 上 > 0, € ER", (z, y) € A, 有 估计 


Ls,y(h) 一 


2t|€|? 


Tae” — je al 
> = LKR- 1) 


>(R- (5 +Kt). 


\d-p(t, £, £ — y)| = 


从 而 l 
(Lzy) 3(6)| < CC < CR, 


这 里 C 不 依赖 于 R> Ro, N, t. 由 (5.20),(5.23) 和 (5.25) 可 得 


Bo(N)|,, - Bo(N)|,, . ~ 
lOl < Ella < olele, supps(é) c Bo(N) 


另 一 方面 , 对 (5.20) 采用 Parseval 定理 , 就 得 
lllz < Cllivylloollgll2. 
综合 插值 不 等 式 , 有 


1 一 -2_ 
l®llzee < ChS Sll 


<C(N"R-?)’ Pe, 


这 里 C 不 依赖 于 R, t. 特别 , 在 上 式 中 取 R> Ro = Ro(wo,u1,e, N), 就 得 


M 


[xs Penwe(t)|| za < zE 


, hecg(R”). 


- 337. 


(5.22) 


(5.23) 


(5.24) 


(5.25) 


(5.26) 


(5.27) 


(5.28) 


(5.29) 
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结合 (5.19) 与 (5.29), 推出 断言 I 成 立 . 
第 二 步 (Bre Il). 对 任意 0 < th < to, 对 于 


r3(t,t1) = — xs, J IW (t — 8) (0, Panlul? ‘wu(s))ds 
oo (5.30) 
rs(t,t1) 一 一 J 1, W(t — s)(0, ju|?-*u(s))ds, 


一 定 存在 to = t2(E, £) > 0 使 得 
Ilr3(E, ti )|| Lra <Me, Vt?20, t= min(tz, t). (5.31) 


断言 II 的 证 明 ”由 于 


4(p 十 1) 一 n(p—1)、 
2(p + 1) 


因此 , 由 Le — L? 估计 (2.68) 及 Sobolev KA SESER HL 


p< X -1 = 


t 
[setlo f [TWG = 8)(0,uP*u(o)) Ih 4.48 
一 《上 1I 
t 
<C t-s 1— 3 EF |u? ds 
a! ) = I (tts thE) 


4 —n(p— 
< Clty | ot < €o, €20,t1 < to. (5.32) 


上 式 最 后 一 项 成 立 依赖 于 t2 = ta(n, p, E,€0) < 1 充分 小 , eo 是 待定 常数 . 
另 一 方面 , 对 于 t > 0, ti € [0,4]， 


u(t) 0 
W 8 8, 
| ut(t) )- ) ( )- [ wa- 人 lul? tu(s) Ja 
K 


u(t — tı) 
(iaca A (AE) [we a-h urio ) 
u(t 一 ti) s 
We) ( u(t- t) )- me É )- [| we- (ups ulP-u(s) i 


因此 , 就 得 
m ( ule) )-mwe ( wt = t1) ) = (5.33) 


Ut (t) Ut (t 一 tı) 
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所 以 
lr3(t ti)llrzmR) <C (XF t, tı BAF). (5.34) 


因此 , 对 于 t > 0, t € (0,t2) (注意 Pen 在 LH PAR), 有 


Ira (t, ti)llp+1 < ||Pewra(t, t1)llo+1 < Cllr3(t, ti)llpt1 < Ceo, (5.35) 
lra(t, ta)|l2 < ||Pewrg(t, ti)ll2 < llr3(t, ti)ll2 < 4VE. 
利用 插值 定理 
Ira(t, ti)llzee < lira (t, t1)lĝ$ p llra(t, tra” < (Ceo)*(4VE)*®, 
只 要 so = eo(e, E, n) 使 得 估计 (5.31) 成 立即 可 . 
第 三 步 (断言 I). 对 于 
t—ti 
r4(t) = —ys, J W(t — t) (0, Pewluel? ue) de’, 
存在 3 R > 0 充分 大 , 使 得 
ra <e, 对 任意 的 t+> 0， (5.36) 
这 里 S, = {x : |z| > R(2 + Kt)}. 
断言 III 的 证 明 对 任意 t, t, 定义 RY 上 的 算 子 Vev 如 下 : 
Viv h(z) = xs, f f eltt E20) 5(£)y ge (y)h(y)dydg, (5.37) 
Rn /Rr 


这 里 h E L1(R”), 
o(t,éy) =tvIF ER- (z6) a) =0(=)/VIFER ve eR". 


先 证 明 如 下 的 Zr 一 L 估计 : SV ¢ > 2, 3C>0 不 依赖 于 天 N, e A R>2, 1 
得 对 Vt>t>0 和 heLinLY, 成立 


-n(1-2) 


Vee Alla < C(t- tR- 1)) Alla (5.38) 
事实 上 , tt, zeS 和 we SS, T 


Iz—y22R+KRt—2R— KRt = KRIt—t|. (5.39) 
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因此 , $ e= Ew 直接 估计 


__ +l 2 
dpt -t,£ z- y)| = A eo (Y — Ve) 


> KRt- t|- K|t-t'| = K(R—-1)|t-#’]. 


构造 不 变 导 数 
Oeh 
dept, sT — y)’ 


利用 不 变 导数 技术 , 对 于 z e Se n 次 分 部 积分 , 可 得 


[zj(z)| <J Sy (y)|h(y) 人 eiv(t-t’,€,2—y) (Lz, s)” SEd lady 


<C|supp S|(K(R— 1)(t — t')) “lza， (5.40) 


Lz,y(h) 一 


这 里 C 不 依赖 于 h, N, K, t', t. 进而 , Parseval 定理 意味 着 
Ve, hll2 < Clihll2. (5.41) 
由 插值 定理 可 见 
Vivhlla < C(K(R =- DE -ETP ND hle. (5.42) 


利用 (5.8) 知 KIN <1. 此 意味 着 (5.38) 成 立 . 

现 回 头 证 明 断 言 II. 设 t> 0, tı = min{t, t2} 是 由 第 二 步 中 确定 的 ti. 显然 ， 
当 t < to 时 , ra = rs = 0. 这 样 一 来 , 所 考虑 的 情形 只 能 是 to <t. 利用 (5.7), (5.38), 
r(t) 的 表达 式 及 n(1 =) > 1, 可 以 选取 R= R(p, Be, tr) 充分 大 ,对 Vt 之 0, 
有 


t 一 t1 
[rale <|xs | WE- (0, Pewlucl *uc)ae 
0 


1 


t—tı 
< eter le 


t—ty 2 
-n(1 -3 
<C f (R(t —t')) "a ue za)dt 
0 


< CRC) llull or, ma) SE, (5.43) 


这 里 用 到 R 充分 大 且 C 依赖 于 第 二 步 中 出 现 的 如 = te(n, p, E, £o). 
引 理 5.1 证 明 的 完成 ”由 分 解 公 式 (5.12), 尚 需要 估计 u(t, z), ri(t) & rs(t). 
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对 上 > 0, tı = min{t, t2} 是 由 第 二 步 所 决定 . 由 ri(t) 与 rs(t) 的 表达 式 
ri(t) = xs,P2nu(t), 
rs(t) = -Xs J B IW (t — s) (0, Pen|uc|? *uc(s)) ds. 


注意 到 (4.5) A 


Eo(P>n (u, Wu)) < €°, 


及 Sobolev KA ZEP RRE hth (5.6), 就 可 推出 


lri (llre R,;zre) < M||Powully2 < Me. (5.44) 

另外 , 由 表达 式 (5.11) 和 (5.12) 中 的 Duhamel 公式 , 可 见 
ra(t) + rs(t) = xs, P<n Tl ((u(t — t1), w(t — t1)) — W (t) (uo, u1)). (5.45) 
注意 到 投影 算 子 Pon 的 有 界 性 、 能 量 守恒 律 及 W(t) 是 一 个 西 群 的 特点 , 容易 看 出 
Ira + rsll2 < 2VE. (5.46) 


下 面 采 用 连续 性 方法 证 明 . 注意 到 ， 当 tSt (BẸ t= ) 时 ， 有 r4 = T5 = 0. 
此 时 


|| ee (t) | Lre < |r1(#) 十 ro(t) + r3(t, t1)|| Lra <3Me, Vt< fo. (5.47) 
& 
to = sup {t > 0, V s [0,4], lur(s)llzze 和 4Me}, tp <œ. (5.48) 
由 (5.47) 容易 看 出 如 > to. 另 一 方面 , 由 连续 性 可 以 推 知 
lus(to)l| Lea = 4Me. (5.49) 
然而 , 由 衰减 估计 (2.68),(5.36),(5.46) 及 指标 关系 
1 1-0 6 
cat 
容易 看 出 


\|u¢(to) || zee <||r1 (to) || zee + |lra(to)|| Le + ||1r3(to, t1)||Le« + lira(to) +75 (to) || zre 
to 一 1 0 
< (3M+1)e+(2VE)!~° (| || W (to —t’)(0, Pewlus|?-*us)|| dg 
0 


to—1 
<(3M+Detof ito -PECE url Boond 
0 


<(3M + 1)e + Cllusll eo. 49);:274): (5.50) 
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注意 到 to 的 定义 , 可 以 推出 
lwr(to 川 zze < 4Me, (5.51) 
这 里 e < el, sl 满足 
cP? -1C(4M)P? < M-1, C=C(E,n,p) = to=o% 


注 记 5.1 ”如果 te < 1, (5.50) 中 的 积分 的 上 限 应 是 如 — te, MAE to — 1. 即使 
如 此 , 结果 仍然 成 立 . 事实 上 , 仅 需 在 条 件 (5.49) 的 条 件 下 , 给 出 形 如 


to—t2 sin(to — s)V1 + A? 
Mtolm =|] 人， A 


— M 
Tit At |u|? ‘us(s)dal| < 一 6 (5.52) 


4 
的 估计 即 可 . 


总 成 立 , 直接 
利用 衰减 估计 (2.68) 可 见 


to 一 t2 
14(to)lzzs < C J (to — s) 720-20) || (1 + A?) 2 Jus Pru s(s)]| zay ds 
to—1 
<C sup les? eay 
[to —1,to} 
lze 


<C sup |lusl? 
[to—1,to] 


< C(4Me)? < we (RL e 充分 小 ). 
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本 节 给 出 散射 性 定理 的 证 明 . 需要 指出 的 是 , 除了 上 面 建立 的 频率 局 部 化 及 几 
乎 有 限 传 播 速度 等 预备 工作 之 外 , 一 个 关键 的 工具 就 是 Morawetz fitr, 就 是 Levan- 
dosky 和 Strauss 已 经 建立 的 不 等 式 ( 见 本 书 第 7 章 ). 具体 地 讲 , 设 n > 5,u EER) 
是 非 聚 焦 次 临界 梁 方 程 的 前 网 整体 解 , 则 


Oo p+1 
| lut, 2) Pr dadt < C(E). (6.1) 
0 JR |z| 


散射 性 定理 的 证 明 采 用 Lin-Strauss 及 Morawetz-Strauss 的 方法 .不 失 一 般 性 ， 
取 m=1 和 入 = 一 1. 由 8.3 节 中 散射 机 制 的 讨论 , 散射 性 理论 可 归结 为 证 明 : 


Jim, ullra = 0 (6.2) 
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至 于 + = W 是 连续 的 微分 同 胚 正 是 推论 3.2 及 其 注 记 的 结果 . 
第 一 步 (断言 1). WVe> 0, tp SOM ti > 0, FE te >to th 满足 


sup _|lu(t’)||zp41 < €. (6.3) 
t'€[t2 —t1,t2] 
断言 I 的 证 明 ”应 用 推论 5.2, 存在 T，R > 0 满足 
J Ju(t)|Pttdz<e1, VtST, (6.4) 
|jz|2R(1+t) 


这 里 el = e(n, E, p) > 0 RÆ. $ th = max(T, to), ATE co > 0 和 7 > 0, 存在 
t> th +27 满足 


t 
i J u(t) Pt1dzdt’ < eo. (6.5) 
i—2r Jizl<RO+t) 


事实 上 , Morawetz 估计 (6.1) 可 以 写成 


oo 1 | ; 
00 > 一 一 ~ u(t) PtH drdt 
É R(1 +t) Ji <Ra+t’) ue) 


0 


Oo to+2(k+1)7 
J / u(t’)? dade’. 
k=0 R( 1+ (th + 3 十 1)7)) tt 二 2k7 J |z| <SR(1+t') 


由 于 


2, R(1+ (tb TT 1)7)) 


因此 , 存在 ko > 0 满足 
to+2(ko+1)r 
| f ju(t')|P + dzdt' < eo. (6.6) 
th +2kor |z|<.R(1+t’) 


由 此 推出 : ER E= t+ (2ko +:1)7, 上 式 就 意味 着 断言 (6.5). 
利用 Duhamel AA, 对 Vt > o, 可 将 方程 的 解 重新 写成 


(u(t), u(t)) =W(t) (vo, ui) 一 ( 广 十 [)we — t') (0, |ul?~*u(t’)) de’ 


=(v(t), uz(t)) + (w(t, a), w(t, a)) + (z(t, o), z(t, a)) (o 之 oE 
6.7 
简单 地 观察 就 有 


lvl — 0, t> +o. (6.8) 
事实 上 , 利用 稠密 性 , 对 V6 > 0, 3 (40,091) € C>(R"), 满足 


Eo (uo 一 dbo, U1 一 pi) <ô. 


定义 (w(t), wlt) = W(t)(¢0,¢1), 利用 能 量 守恒 、 Sobolev RATHER MAT, 
得 
lello < Cle) — w||p+a + wllpti 

< Cllv(t) — wt mz + wllpr 

< CE+C(t Sat) 4 tat)) 

< 2C 0， Vt 之 to = to{n, p, Po; Pi; ô). 
作为 (6.8) 的 直接 结果 , 5, 使 得 

lo(t)l|p+1 < e/4, tto (6.9) 


成 立 . 
采用 L - LP’ 估计 来 处 理 分 解 式 (6.7) 的 第 二 项 . 令 6 > 1 满足 


2 
~ 9 若 < 2, 
B=] p 人 (6.10) 
1, 其 他 . 
所 以 2 2 
. n 
l- y = min(1,p — 1), P< GIT 
2 
=1, f =œ, 1-—=1, 
B g 
2 
-2 ga BP -2 Z2 _1-(-p)=p— 
Baa Bagh = sgl galr] 


利用 L? — LP 估计 (2.68), 可 见 
t—o 2 4—min(1,p—1)n 
w(t, olle <C f (t— PECE lull dt < Co sup lull (6.11) 
0 


这 里 C=C(n). 
为 一 方面 , 由 表示 式 (6.7), 可 以 看 出 


(u(t), uel) = WO wor) — f WE- #)(0, ur tule) a 
由 此 推出 


(u(t —o), u(t —o)) =W(t—o)(uo, u1) — i E W(t — o — t') (0, |u|? tu(t))dt'. 
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用 Wo) 作用 于 上 式 两 边 , 就 是 
W(o)(u(t — 0),u(t—0)) = W(t)(uo, u1) — (w(t, o), wlt, 0)), 
整理 就 得 
(w(t, o), wilt, 0)) = W(o)(u(t — o), u(t — o)) — W (t)(uo, u1). (6.12) 
由 于 WwW 是 5 ERAT, Bolu, u) AF, 由 (6.12), 可 以 看 出 
W(t, o)ll2 < C. (6.13) 


注意 到 2 <p+1< 8' < oo, 由 插值 定理 , 对 任意 o> 0 MER tzo, 有 


一 n(p—1)—4max(1,p—-1 
w(t, opt <Cllw(t,o)l|q ’ < Ko ae (6.14) 


这 里 C =C(n,p, E) > 0, K = K(n,p, E) > 0. 于 是 , Joo > 0, 使 得 对 oz > oo 及 
t>o 有 
||w(t, o)|| e+ < 6/4, (6.15) 


BUT z(t,o). HY p< 外 一 1 可 以 找到 


4(p + 1) aa 
之 。 
qE bD) 使 得 pg > p+1 
利用 L - LP 估计 , 可 见 
t 
aw opr < Cf (=e) a uld 
t— 
t n(p—1 1 t / 4 
<c( J e-e War) ( | ule ) 
t—o t—o 


n(p— t 1 一 B 二 1 
<cot Set jugha)” -ulipe 
t—o 


LP+1 
— t 1 
<C(n,p, 0, E) a37 tor ( | luthar)”, (6.16) 

t—o 

这 里 | -1) 
5 人 -二 ->0. 

q 4(p+1) 

4 


tı = max(d0, th) (Wat (6.9) 与 (6.15)). (6.17) 
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应 用 (6.5) 中 的 估计 , 选取 te > th + 2t1, 就 足以 保证 


A 
f J ju(t’)|P*dadt’ < eo 
t 一 27 J |r| SR(1+t') 


E r= t, t= t: 的 情形 下 成 立 . 
由 于 
[t — tı, t] C [to 一 2t1, t2], Vte [te 一 tı, ta]. 


因此 , 由 (6.4),(6.5) 及 (6.16) Ay 


t 
keoil f ju(t')P+ dzat 
t—tı J|z|<R(1+4t’) 


1 
+t, sup |lxs,u(t’)IETT) ” 
t'E€E[t—ti,d 


<Ctê(eo + tier)? <e/4, 


(6.18) 


这 里 可 取 Eg = Eo(n, p, ti) > 0, El = E1(n,p, tı) >0 充分 小 . 于 是 ， 由 (6.9),(6.15) 及 


(6.18) 就 推出 断言 (6.3) 成 立 . 
第 二 步 (Mz I). 
(6.3) 一 >(6.2). Ve > 0, 选取 o: 充分 大 , 使 得 


_ n(p—1)—4max(1,p—1 E€ 
4( 1) 
Koe pt = 一 


4’ 
这 里 天 = K(E,n,p) 是 (6.14) 中 出 现 的 常数 . 注意 利用 分 解 式 
u(t) = v(t) + w(t, os) + z(t, ce), 


并 记 tt 是 保证 


POl < /4 vt 
成 立 的 最 小 时 刻 . 这 样 , 当 t> max( 风 ,0:) 时 , 自然 就 有 估计 
lal < 6/2+ llet, ao): 
利用 L? — L” 估计 , FE C = C(p,n) > 0, C = C'(p,n) > 0, 使 得 
leton <E f e-e EROA 
< O'o EFD 


sup uB: 
[t—ce,t] 


(6.19) 


(6.20) 


(6.21) 


(6.22) 


(6.23) 
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因此 , 存在 to > max( 妈 ,ce) 使 得 


sup tue Vipti SE, tr = Ge. 
t'E[t2—tı,t 


下 面 采 用 连续 性 方法 来 证 明 an 令 
te = sup {t > te, V 8 € [to — ae,t), |lu(s)llp+1 < €}. 
不 妨 假 设 te #00 (否则 , 已 证 )， 由 于 映射 
t—+u(t)eCU,L?**) (H H? = PH ), 
可 以 推出 


lu(te)llp+1 = €- 
由 (6.22),(6.23) 可 以 看 出 


E 1— 


z tC oe 


2 / 1 一 7 PT 4 2 
E€ S 5 十 Coe eP 一 
上 式 成 立 , 需要 
n(p-—-1 
Coe ater eTl > 


2 
1-2 p—i _ n(p—1)—4max(1,p—1 _1 
/ 到 iY pi) +1) 2 Pp 
Clag “Pt (4Koe pt ) > 


这 等 价 于 


即 
1 


°°? IERP 
这 里 
_ np(p— 1) — 4(p + 1+ (p— 1) max(1, p — 1)) 
15 4(p+ 1) 


情形 1. p < 2. 


一 二 一 2 一 工 
y = — EP BPP (1-2) <o. 
A(p + 1) p+1 


情形 2. p > 2. 
y= “ap ray ene M400 
np(p — 1) — 4(p — 1) — 4(p — 1)* — 8) 


i) 
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(6.24) 


(6.25) 


(6.26) 


(6.27) 


(6.28) 


(6.29) 


(6.30) 


(6.31) 
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讨论 + 


h(p) = ° =p- ~] 
容易 看 出 , 当 p > 1 时 ，h(p) 单调 上 升 . 由 此 推 得 


n+8 
n 


h(p) > h( 


),n>8—=>7<0, n > 8. 
从 而 
_n(p—1)—4max(l,p—1 _ n(p—1)—4max(l,p—1) 
Ee=4Koe “ert = 4Koe apti) 7 


n(p—1)—4 max(l,p—1 


=4K (02) a(p+)y 


n(p—1)—4 max(1,p—1 
> 4K (2C"(4K)?~*)— iti ， (6.32) 


注意 到 (6.32) 的 右边 仅 依 赖 于 E, p, n 的 常数 , 选取 so > 0 使 得 (6.32) 右边 严格 
大 于 co. 这 与 任意 s < so AFE. 这 说 明 对 上 述 es < co, 总 有 te = 00. 特别 , 对 
e > 0 充分 小 , FE T > 0, 总 有 


lu(t)|lb41 Ke, t 2ST. 


故 断 言 I 成 立 . 
当 5< ng7 时 , 可 以 用 L 代替 et), RP q < 2 一 1 但 是 很 接近 于 24 一 1. 
完全 类 同 的 推导 , 并 利用 插值 定理 就 能 证 明 (6.2) 成 立 . 


附录 ”函数 空间 藤 入 定理 及 其 记忆 方法 
A.1 函数 空间 中 嵌入 定理 的 基本 内 容 与 证 明 思路 


W Q CR” RQ = R”, D'N) = (Ce m 是 非 负 整数 , 1 <p < oo. 一 般 的 
Sobolev 空间 W™?(Q) 可 定义 为 


wren) = f fife DM), sw" E eng) <o an 
lalsm 
注 记 1.1 () 在 研究 Sobolev 空间 的 嵌入 定理 时 , 需要 对 区 域 有 一 定 的 光 
请 性 要 求 , 才能 保证 Sobolev kA cE RIL. 一 般 地 说 , BOR O 具有 锥 性 质 , 即 存 
在 一 个 公共 的 锥 O(a, POERA w 高 为 h), 使 得 对 任意 的 ze 0, 可 以 构造 出 一 个 
顶点 为 z 大 小 与 Cla, h) 全 等 的 锥 , 使 得 此 锥 全 部 全 在 N 内 . 特别 , MOD e Cl 或 
ON € Lip 时 , 9 是 满足 欠条 件 的 区 域 
Gi) Æ D(A) 中 , f(z) 可 以 求 任意 阶 的 弱 导 数 , 这 说 明了 上 面 定义 的 合理 性 
(iii) 上 面 的 定义 似乎 过 于 抽象 . 本 质 上 , 当 1 < p < co 时 , W™?(0) 恰 是 集合 


{f eC™ (lo Flle < œ, lal < m} (1.2) 


在 范 数 | lwm 下 的 完备 化 空间 . 
(iv) 齐 次 Sobolev 空间 W™?(N)(1 < p < co): 


W™?(Q) = {f € CSQ) fll < 00, la| < m} (1.3) 
在 范 数 


lwn =( 3D lo. 
ad (£ ) 
下 的 完备 化 空间 . 
(v) 当 p= co 时 , 光滑 函数 集合 (1.2) ER 
lu; W™],.— S sup [a (1.4) 


lalgm 7E! 


意义 下 所 得 的 完备 化 空间 是 Cm(Q). 一 般 来 讲 , C0) 关 W™%(Q). 因此 , w™°(0) 
无 法 通过 光滑 函数 的 完备 化 得 到 , 但 是 , W™%(Q) 仍 是 Banach 空间 . 
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(vi) 当 p=2 时 , Im2(0) = H” (Q) 就 是 经 典 的 Hilbert 空间 . 
(vii) 在 函数 空间 中 , A KA B 意味 着 如 下 两 层 意思 : 其 一 是 4 C B. 其 二 是 
单位 映射 I: 4 一 B 是 连续 的 , 即 存 在 常数 C > 0, 


lizllp < Cllzlla, Va € A. 
定义 1.1 设 1<p< wo, 定义 负 整 数 次 空间 Wr) 为 


wne) = {ulu= 5 agale), gala) € LPO), 


|a|<m 
1 1 
|lu; wom? || < 0, 一 十 一 二 i}, 
P q 


这 里 
ju; W 7"? || = sup f (—1)!*!9,,0% fda < co. (1.5) 
fs Wea ||=1 lal<m Q 
定理 1.1 (Sobolev RAEHNBABH) HN cR R= R", 则 有 如 下 
基本 的 嵌入 定理 : 


n y 
(1) Bem >, M 


W™?P(Q) 一 (Q). (1.6) 
特别 
w™P? (QD) —> LIQ), p<q<oo. (1.7) 
n 

(2) 大 mm < p’ 则 

W™?(0) > LQ), Lep<eqs 7 一 (1.8) 
m=- m 

(3) 者 m 则 

w™P?(Q) > LQ), L<ep<q<o. (1.9) 


注 记 1.2 (i) 在 定理 1.1(3) 中 , 有 如 下 例外 情形 的 嵌入 定理 : 4 m=n,p=1 
时 , 有 
W™1(2) > L™(0). (1.10) 
这 意味 着 当 p = 1 Rf, g 可 以 达到 œ. 
(ii) 嵌入 关系 (1.7) 是 插值 不 等 式 


4-P P 
lulla S llul llull, p<q<oo 
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的 直接 结果 , 这 里 < 表示 在 相差 一 个 常数 意义 下 < 成 立 . 
作为 定理 1.1 的 直接 结果 , 容易 看 出 : 
推论 1.2 
(1) 设 m> 5, f(z) e Wte (O), WA 


wrk) CRA), flor S If; W+. (1.11) 


(2) Bm < =, f(z) e Wte (Q), WA Werke) 一 wn) 且 满足 


n 
If; WESS fiw], 1<p<q<—~—. (1.12) 
(3) B m = =, f(z) e Wrtke (Q), 则 watro) 一 WhO) 且 
If; WI < If; WP], 1<p<q<oo, (1.13) 


WELO) => WED), f; WS] S wer. (1.14) 


注 记 1.3 ”将 推论 1.2 换 种 方法 表述 , 有 如 下 形式 : 
p 
m—[2]—1 


W™?(Q) oC (9), (1.15) 


W™?(2) HW (Q) = W ms (Q), 


k=m- [2] ,mb (1.16) 
p 
W™P(Q)  Wha=mm= (N), n—(m—k)p<sK<n. (1.17) 
(ii) 车 m < 二 , 则 
Pp 
W™?(Q) = Wham, k= 1,2,---,m—1. (1.18) 


(iii) # m= =, 可 引入 Orlicz 空间 L,(0), 并 且 有 如 下 嵌入 
W™?(2) > L, (0). (1.19) 


有 关 Orlicz 空间 或 Orlicz-Sobolev 空间 , 可 参见 文献 [KJF]. 另外 , 将 会 发 现 (1.17) 
中 s 所 满足 的 条 件 就 是 纯 光 滑 尺 度 条 件 及 底 空 间 上 的 尺度 条 件 . 

定理 1.3 (Kondrakov RRATH) ROCR 有 界 的 光滑 区 域 , 则 有 如 下 
紧 的 嵌入 关系 : 


W™?(0) == ON), m> > (1.20) 
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n np 
mp q — < < . ry 
wm™P?(Q) oo LAN), m= =, l<p<q<~n, (1.22) 


这 里 一 一 表示 紧 嵌 入 . 

注 记 1.4 在 上 面 的 两 类 Sobolev RATHSRRACHH, 仅 限 定 在 整数 阶 
的 Sobolev 空间 , 故 相 应 的 Sobolev 嵌入 定理 未 必 都 是 最 佳 的 . 事实 上 , 4 =R 
时 , 可 以 直接 利用 Bessel 位 势 (Riesz 位 势 ) 引入 分 数 阶 的 Sobolev 空间 (分 数 阶 齐 
次 Sobolev 空间 ), 即使 OAR", 仍 可 以 引入 所 谓 位 势 (或 一 些 新 的 模 量 ) 来 刻画 相 
应 的 分 数 阶 的 Sobolev 空间 . 我 们 将 会 在 引入 纯 光 滑 尺度 后 , 再 革新 这 里 的 幅 入 定 
理 , 使 其 更 完备 、 更 容易 记忆 . 

现在 我 们 窥视 一 下 Sobolev RA ce SEAVER BERK, 或 许 从 中 能 体会 到 一 些 基本 
的 技术 , 哪怕 是 一 些 特殊 的 情形 . 一 般 的 证 明 可 参见 文献 [A], [Tr1],[Tr2], [Stel] 及 
[Mi1]. 

情形 1. W™?(R") © O (R"). 

证 阴 由 Fourier 分 析 , 容易 看 出 


f(z) € W™?(R”) <=> (1 + |E?) Ff(€) € L7(R"), 


这 里 
f(€) = Ff = (2x)? I. eiz*f(z)dz. 
注意 到 
f(a) = (20)? f er Fleas, 
直接 推出 


LSEIR Lk 


S( f arepa) (f a+ erymizsrae) 
Sif lle (1.23) 
另 一 方面 , (1.23) 同时 意味 着 Ff e LR"). 因此 , 由 L 上 的 Fourier RRA 


A (参看 文献 [Mi8]), 就 得 f(x) € Cb(R"). 
情形 2. 


l 
2 


wmr(Q) > LQ), 1<p 


/N 
Q 
/N 
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证 明 ”断言 : 情形 2 中 的 嵌入 定理 等 价 于 W) 一 Lo), 换言之 


np qgoln— 1) p(n—-1) 
IIF Ilao x oll filo, do n — p’ on 2(n — p) (1 24) 


事实 上 , 由 f(z) e WN) HEMI Of e WHO), Ja) < m 1, 此 意味 着 
O° fllo < CVO" fllo <Cllfllwme, lal <m—1. 


换言之 , W™?(2Q) 一 W109 (0) 且 满 足 


np 
fllwm-100 <Clifllwe, go = —. (1.25) 
n—p 
n 
AWM q = 一 上 = 一 一 . 容易 看 出 
n—qo n-—2p 
n n 
m < 一 4 m — l1 < —. 
Pp do 
因此 ， wm™-1,ao (9) cy W™-2,n(0) 且 满 足 
nq 
fllwm-20 <Cllfllwe-n0, g = ——. (1.26) 
n — qo 


如 此 继续 下 去 , 进行 到 m 一 1 BH, 可 得 Whim- (Q) — Lm- (0) = 19(0) EWE 


np 
II F ll asm i < Cflywi,am 2, dm 一 1 一 n 一 mp 一 q. (1.27) 
综 上 所 述 , BLE 
np n 
W™P(Q LAO = 一 . 1.2 
(Q) = LQ), q nomp <5 (1.28) 


对 任意 的 1< p< gq < 一 ,借助 于 插值 公式 


n — mp’ 


Ifl < UAII ze 


就 推 得 断言 成 立 . 
下 面 来 证 明 (1.24). 注意 到 C) AF WO), WREX C) 中 的 函数 来 
证 明 就 行 了 . 标准 的 证 明 可 参见 文献 [A] 或 [GT]. 下 面 仅 对 p = 2, Q = R? 来 证 明 


W? (R?) 一 LI, 2<q<6. (1.29) 
事实 上 , 对 任意 的 f e C1(R3), 有 
te= | ” aftdes <4 [T Paan £ a2, 


. 354 . 附录 “函数 空间 嵌入 定理 及 其 记忆 方法 


3 
fP se] |o wi 5 r: HR). 
i 二 1 
因此 
3 3 
< [Lemardes (1.30) 


考察 


1 
i W1Wew3dr1dr2 < (/ (own)?derde | (/ dridrs | 
R2 R2 R2 
3 2 
< (| widza) (| van (/ armies ) 
R R R2 


由 Cauchy 不 等 式 就 得 到 


1 1 
上 w1wo2w3sdzZldzodza < i ( fo ana). ( he daz dz3 ( f „dzidza ) 
R3 R \JR R2 
3 ; 
<(/ saradrs) (人 dvidrs ) (/ „dzidza ) 
R2 R2 R2 


3 2 
I] (人 w3 paz) , drj = =. (1.31) 
j 


7 二 1 
注意 到 
f as; S ARIF 
有 
2 3 1 
| ,wi1w2wadz1dr2dzs < |Iflle [[lasriz- (1.32) 
R jal 


利用 (1.30) 就 推出 


3 
fe < LBs? = If lle < lV f2 
j=l 
X q= 2 时 , (1.29) 是 显然 的 . 对 于 2 < < 6 的 情形 , 可 由 经 典 的 插值 公式 
推 得 . 
注 记 1.5 ”注意 到 ||flle < YA 那么 


Vf=0 二 ff 尘 (0. 
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此 意味 着 J — ||Villo 定义 了 一 个 模 . 在 上 述 模 意义 下 , 集合 COO) 的 完备 化 
空间 恰好 是 HNO) = Wi, 它 就 是 与 HHA 对 应 的 齐 次 空间 . 关于 Sobolev 空间 
wm 与 它 对 应 的 齐 次 Sobolev 空间 W™? RR, 一 般 来 说 , W™?(0) 一 WR). 
然而 , 当 Q= R” 时 , W™?(R") = W™?(R). 


A.2 Sobolev RATHS REP RARE 
在 尺度 变换 (或 伸缩 变换 ) rc Ar 的 诱导 下 , 容易 看 出 


lw(Az)ll 和 ma =A” ? luly) llim): 

| an) =" p(RE) (2.1) 
|u (Az) |e Re) = à`? |luly)l| LR), 
\|u(Az) yen) = 和 < Ju) llyr aR)» 

| Rn =" [WalRs) 02.2) 
lu(Az)|| zarz) = 入 4 luly) l| zaz). 


由 此 看 出 , u(Xz) 的 积分 模 在 和 = too 处 与 有 限 眼 点 A = 0 处 受到 的 影响 最 大 . 可 
以 想象 , KE 
wmp (R?) oy wa (R”) 


的 必要 条 件 是 
m 一 = > k — 7 无 穷 远 点 oo 处 的 控制 条 件 ， 
(se 有 限 暇 点 0 处 的 控制 条 件 ， 
即 
m_ >see, fst (2.3) 
Pp q p q 


然而 , (2.3) 是 否 是 刻画 Sobolev 嵌入 定理 的 充分 条 件 ? 各 种 不 同类 型 的 函数 空间 中 
的 嵌入 定理 均 显 示 , 形 如 (2.3) 的 条 件 是 充分 的 . 我 们 将 进行 详尽 的 论述 . 

定义 2.1 RX ER 上 分 布 函数 所 构成 的 Banach 空间 ,XX 表示 相应 的 齐 
次 空间 , 对 Vo eX, p40, 


AD) 
AN = Tele 
定义 X 的 光滑 尺度 为 
deg(X) = log\A( 和 ). (2.4) 
注 记 2.1 (i) 容易 看 出 , A(A) 是 入 的 齐 次 函数 , 它 不 依赖 (zc) 4 0 的 选取 . 
例如 : 
X = IP(R")， deg(X) = deg(X) = -7, 1 < p $ œ, 
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X = H™?(R"), deg(X) =m- 7, l<p<o, meEN, 


X = Byiq(R"), deg(X) =m——, l<pq<o, meN, 


9 


n ， n 
X =F (R ), deg(X) =m- 7 
l<p<w, l1<xqg<xæœ, meN, 
。 n 
X = M}, deg(X) = deg(X) = -7 1<q<p<œ%, 


X = C™(R”), deg(X) =m — 二 =m. 
(ii) 对 于 定义 在 OCR 上 的 函数 空间 X(0), 仍 用 XR”) 的 光滑 尺度 来 定义 
X(2) 的 光滑 尺度 , 即 deg(X()) 全 deg(X(R")). 特别 , 当 光 滑 区 域 9 满足 N| < 00 
时 , deg(X(0)) 完全 确定 了 Sobolev RAM AE. 例如 , 若 


mı > mo, deg(W™?1) > deg(W™2?2), (2.5) 
则 W mip (Q) 一 Wm™2P2 (Q). 
然而 , 当 = R" RCR 且 |Q| = co 时 , 还 要 求 可 微 函数 空间 X(O) 的 底 
空间 满足 相应 的 尺度 条 件 , 例如 , E Wr) 一 W™-P2 (0), 则 要 求 条 件 
deg(W™1'?1) > deg(W™2?2), deg(L?!) < deg(L??). (2.6) 
(iii) 光滑 尺度 不 仅 刻画 Sobolev 空间 、 帮 助 我 们 记忆 Sobolev MATH, 与 此 
同时 , 还 可 以 指导 我 们 去 预测 和 获得 新 的 Sobolev KAEH. 
分 数 阶 Sobolev 空间 


我 们 知道 , 当 Q = R” 时 , 利用 Bessel 位 势 J, = (I-A)? 与 位 势 J = (A)? 
定义 位 势 Banach 空间 


H®?(R") = J,L?(R"), H*?(R") =1,L?(R"), sER. (2.7) 


特别 , 当 s CNW, H®?(R") = W*?(R"), H*?(R") = WP (R). 这 样 一 来 , 至 少 可 
以 将 R” 上 整数 阶 Sobolev 空间 W™?(R”) 推广 到 分 数 阶 Sobolev 空间 W*?(R™) 
(包含 负 阶 次 Sobolev 空间 ). 

设 s > 0 是 非 整数 , W s= [s] +rA,0<A<1. MFOFR’, 可 以 定义 分 数 阶 
Sobolev 空间 W*?(Q) 是 集合 
[O° (u(x) — uly))| 


fu E c™(Q) lz y|? + 


E LP(Q x Q), Ya € (Zt u {0})”, la| = si} (2.8) 
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在 模 
lw = lwt E ff A  aedy)” 2.8) 


lo|=[5] 
意义 下 的 完备 化 空间 . 

这 样 一 来 , 对 于 分 数 阶 Sobolev 空间 就 得 到 了 很 好 的 推广 , 相应 的 Sobolev E 
AH, Sobolev 紧 性 嵌入 定理 就 可 按 光 滑 尺 度 给 出 如 下 精确 的 刻画 : 

定理 2.1 (Sobolev RATHER) 设 人 Qc Rr" 或 f= R", 则 有 如 下 基本 的 


KAEM: 
(1) 

W*?(0) > CHO), s- - > p, (2.10) 
W?(Q) => CE), s— > = u 非 负 整 数 . (2.11) 
WEEP (Q) => W272 (0) (2.12) 

的 充 要 条 件 是 
sy 卫 >s 卫 >- (2.13) 

p2 p1 P2 


进而 , 成 立 如 下 特殊 情形 的 嵌入 定理 (pi = 1, s = n, po = 00) 
wr Tc). (2.14) 


定理 2.2 (Kondrakov RRA EMH) EQ cR 是 有 界 的 光滑 区 域 , 则 有 如 
下 紧 的 嵌入 关系 : 


W3171(0) Go WP (Q) 4 s1 一 > S2 一 一 ， > 一 ， (2.15) 
1 
W2?(2) o> CHD) <> s — 5 > p. (2.16) 


注 记 2.2 如果 mm 一 是 非 负 整 数 , W W™P(R") > CHR) 成 立 要 求 条 件 
m 一 > p. XE, 1 <p< oo, A W™?(R") 一 CA (Rn)， 这 里 


cx (Rn) =f UARA ERMER SHEE 


[4] — BDI 
in ee — 0,4 = [|a] +a,0<a<], 


| lim u(r) — 0,7 < vi}. 
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Ja“lu(a) - ðlHu(y)| | 


ullo» =max { suplarwtol 0 < j < [ø]; sup 
x TY |x y| 


当 a = 0 时 , 上 面 的 条 件 意味 着 Dhu 一 致 连续 . 容易 验证 , CE (R) 是 可 分 的 空 
间 ; 而 当 pp A 整数 时 , CH 是 不 可 分 的 空间 . 


A.3 FASE RRS. RT. RAS 


命题 3.1 (Gagliardo—-Nirenberg 不 等 式 ) OCR", 


lullwass < lull. lullig. (3.1) 
成 立 的 必要 条 件 是 如 下 尺度 条 件 : 
k-—<alm—-— + (1 -a) 一 一 ， 
| psalm a S O 
l a tl-a 
-<-+ , 
q P r 
特别 , 知 排 除 条 件 n 
a=1l, m—— =k, q = œ, (3.3) 


则 (3.2) 还 是 (3.1) 成 立 的 充分 条 件 . 
定义 3.1 PWMP x weds LPA), MRRP RH 


(fg) of-9, Yfir) E WMP, g(r)E W™? (3.4) 
是 从 WMP x ws 到 LO) 的 有 界 映射 . 


命题 3.2 (Sobolev 空间 中 的 乘 子 性 质 ) BW |Q| < oo. WMP x WI LPO) 
成 立 的 充分 条 件 是 


l<p<q<o, m+M>~, m, M > 0. (3.5) 


推 而 广 之 , 者 
l<pecqcm, m+M>~— +s, m > s,M >s, (3.6 ) 
则 WMP x Wma > WP(2). 
证 明 4 q= oo 时 , 易 见 WMP x Wr 一 LPO). 因此 , 下 面 仅 考虑 q< oo 


的 情形 . 
(i) m> A 注意 到 Wm4(Q) 一 aN), 容易 推出 


f-gEL, few?) ge W™(0). 
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(Dm < =,M < S. 注意 到 m+ M > —, 则 存在 " > 1,p > 1 使 得 


故 由 Holder 不 等 式 与 Sobolev MATH, 有 
ILF -gll < llfllpllgllr S lflwarllgllwm < oo. 
(iii) M > 5 类 似 于 (i) 的 证 明 , 有 WM?(Q) > aN). 注意 到 N| < oo 及 
p<q, W LQ) 一 LPO). 容易 推出 
If :gllp SF glla SMlflloollglla< oo, YF E WPO), gewm™s(Q). 


命题 3.3 (Sobolev 空间 中 的 乘 子 性 质 ) 设 Q=R" 或 QcR". 则 WM™M? x 
Wm? 一 WPO) 成 立 的 充分 条 件 是 


l1<p<o, m+M>s+—, m>s,M>-s. (3.7) 


注 记 3.1 (i) 4m> > 时 , W™?(2) x W™P(2) G Wm?(Q)， 此 意味 着 
W™?(Q) 是 一 个 Banach 代数 . 

(ii) 设 F ÆY c R R ERB, f(z) e WQ) Hm> A FQ) cY. W 
复合 函数 Fo fe Wm?(0). 

对 于 乘 子 估计 , 就 有 


命题 3.4 (Sobolev 空间 中 的 乘 子 性 质 ) 记 Q= R" RCR 光滑 . 设 
1 < pjg S œ, mj, k € NU {0} WH k < min{m|1 <j <S N} 5 


1 &1 
-< ~~) (3.8) 
Ley 


k — > < min { > (m — Z) oti 2,... ,的 任意 非 空 集合 (3.9) 


jJEo Pj 

而 当 某 个 mj - = 是 非 负 整 数 , 1 < p; < oo 时 , BR (3.9) 中 严格 的 不 等 式 成 立 . 
J 

那么 , 乘 子 映射 


{u1, u2, UN} +> U1: U2 .UN (3.10) 
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N 
E [[ W w9(0) 的 连续 有 界 映射 , BI 


j=l 


N 
vi: uz: -unlliw < I] uz llw? (a): (3.11) 
j=1 
Nirenberg 在 1959 年 将 L? 模 与 Holder 空间 的 半 范 数 H,(-) 统一 起 来 , 定义 
如 下 范 数 
TY |z yl 


{uv}a = 


Ha(u) = sup U2) = | 0<a<l, 
(3.12) 


n 
lull, a=-— <0, -n<aK<0. 


容易 验证 , 上面 的 Nirenberg 混合 模 对 于 -n < a < 1 有 定义 , HF Scaling 变换 
ulz) = u(Az) (A> 0) 下 ,有 


{Pura = Att {3 u}a, A>0 G=0,1,---, —n<a<l. 


命题 3.5 (广义 的 Nirenberg 型 不 等 式 ) H-n < a,B,Y <1, j,k 是 非 负 整 
数 ,0<0<1 且 


1 6 1-0 (3.13) 


? 


free 
PB 7 Pa Py 
这 里 
co, 0>0， 
ps = | n (3.14) 
zz 0 <0. 
然而 , 当 + a 是 大 于 或 等 于 ; 的 整数 , -n < a < 0 时 , BKROA1. 在 这 些 限制 条 
件 下 , 有 
{Ou}e < {Oru}a{u}y ”. (3.15) 
作为 上 述 命题 3.5 的 简单 推论 , 就 得 Gagliardo-Nirenberg 型 定理 . 


命题 3.6 (Gagliardo-Nirenberg 型 不 等 式 ) HO<a<1,1l<p,q,r<o,m,k 
是 满足 


(3.16) 


1 
p gq r` 
特别 , m-— =k, 1 < p< co 时 , BK a #1. 那么 


Orullp < lo alle lull --*. (3.17) 
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为 简单 起 见 , BRAT 3.6 的 一 个 特例 来 证 明 , 读者 从 中 可 以 体会 其 中 的 
思想 . 4 k= 1, m= 2, a = 5, p > 2 时 , 经 典 的 Gagliardo-Nirenberg 型 不 等 式 
(3.17) 就 变 成 了 > ， | 

ull? 2ull llul, 二 一 二 十 二 . . 
lowulls < |]O*ullg|lell port 7 (3.18) 
AG 
5 a:(ulVulP-28,u) =(p — 2)u|Vul?—* > 6? ,ud;ud;u 


i=1 i,j=1 


+ |Vul? + ulVul?-7Au. (3.19) 
那么 , 对 于 ue D(R"), 由 积分 可 见 


||Oull, < f ju||OulP-?([Au| + (p — 2)l3"ul)dz. 
R? 


义 易 知 
[Au]? < nlO*ul’. (3.20) 
因此 , 由 Holder PEA, 可 见 
1 _ 1 p-2 1 
lOulls < (n? + (p — 2))lullall ðu l ul], ot p trl (3.21) 


从 而 推 得 所 求 结果 . 
下 面 考虑 Hardy-Littlewood-Sobolev 型 不 等 式 . 记 


Inf) = (A Ëf = f e-u ady O<a<n, (8:22) 
这 里 


y(a) = -fn a na 
2 2 
命题 3.7 (Hardy-Littlewood-Sobolev 不 等 式 ) KRO<a<n,l<p<q<o, 
1_1_Q 那么 


q p n’ 
Hafla S Ap,allf lp- (3.23) 


在 纯 光 滑 尺 度 意义 下 ，Hardy-Littlewood-Sobolev 不 等 式 相当 于 L(R”) 一 W-o9 
(R”), 即 
nan 


1 
1 l aso. (3.24) 
P q P q 
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命题 3.7 的 证 明 多 种 多 样 , 可 参见 文献 [Stel] 或 [Mig]. 另外 , 还 有 如 下 推广 形 
式 Hardy-Littlewood-Sobolev 不 等 式 . 
命题 3.8 (广义 Hardy-Littlewood-Sobolev 不 等 式 ) 设 1<p,g<o%,0< 和 < 


1 
n 且 ++ 人 =2, 则 
p q n 


f f(x)gly) FOI) ayaz 
R 


n Jpn |Z — y|’ 


S Np,a.nllfllollglla- (3.25) 


注 记 3.2 (i) 特别 , 对 于 f(z) = g(x), p =q, 入 = 1, (3.25) 就 变 成 了 如 下 简单 
2 1 


形式 
ff aude] S Conlfly, +5 -2 (3.26) 
n JRe |T 


(ii) 直接 利用 Holder 不 等 式 与 Hardy Littlewood Sobolev 不 等 式 (3.23) 就 得 
到 估计 (3.25). 关于 最 佳 的 Sobolev 常数 Np a, 可 见 文献 [Lie] 中 的 结果 . 
命题 3.9 (Besov 2 PARRA EM) ” 设 1<p,pi,g,q1 < co 满足 


1 1 1 1 
s- ->a H, ->— (>=). (3.27) 
P Pı P Pi q qı 


里 (3.27) 的 意思 是 当 式 中 的 不 等 式 全 部 变 成 等 式 时 , 需要 增加 条 件 > > 一 则 


B; a > BS a: (3.28) 
注 记 3.3 (i) žq=q=2,1<p< p <œ 时 ,有 
1 
再 一 HP, 5 一 一 =s,-—, 1 > 一 . (3.29) 
p Pı P Pi 
(ii) 
Bp > H”? > Boo, sER, 1<p<2, (3.30) 
B2 œ> H? > Bfp SER, 2<p<oo. (3.31) 


Gii) 4 s — = -const 时 , Besov 空间 的 第 二 个 可 积 指标 在 嵌入 定理 中 起 作用 . 


8 8 1 1 

Bin > Boar > Tr lp < (3.32) 
由 此 可 见 

Bı > H”? HB, SER, 2<p<co. (3.33) 


注 记 3.4 (i) 齐 次 Besov 2A PRA EHE. 设 1 < p,p1,9,91 < % 满足 


s— = 81-— > 一 ， 一 > 一. (3.34) 
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则 
Bpa = Boia: (3.35) 
特别 
Bı > Fp2 = Hp > Bw, SER, 1<p<o. (3.36) 


(ii) 函数 空间 与 其 相应 的 齐 次 函数 空间 的 关系 . 例如 
Bs = LBs, H*?=IPNH”, s>0. (3.37) 


(iii) Besov 空间 可 由 位 势 Banach 空间 插值 而 得 到 , 如 设 0<0<1,1<p,g< 
oo, 则 


(HP, HP)y = Be, s = Oso +(1—8)s1. (3.38) 


特别 , 当 1 <p < co 时 , Schwartz 空间 S(R") 稠 于 Be (R"). 
注 记 3.5， 函数 空间 中 嵌入 定理 的 特例 . 


so- ILE (3.39) 
P Pı p Dl 
则 
Bs1 > 了 0 HO = LP 一 LPH, (3.40) 
HOP = FS. > [Pt as [Pr (3.41) 
(ii) 在 (3.39) 的 条 件 下 , Æ s1, sz > 0. HRAKA 
n n n n 
Bo L” (5, --=-—], DB = LP|s2-- =- 3.42 
Pri (s p z) p1 (s p =) (3-42) 
及 插值 公式 就 得 到 
B}, = (Boi Bs, )@,00 C (LY, L )6 60 一 LPL, (3.43) 


命题 3.10 (Besov 空间 的 迹 定理 ) (1) R1l<p<w,l<q<w,s> > 则 
迹 算 子 


T: BR")— Bp? (R™!), (3.44) 
T: HP?(R") H*->?(R™?) (3.45) 
是 有 界线 性 算 子 . . 
(2) RO<d<n, R¢=R?x0cCR 1 <q; <. 则 迹 映射 
T :u— ujra; Bg! (R") — Be |, (R*) (3.46) 


. 364 - 附录 8 PRC PRA EER IZ AE 


连续 的 充分 条 件 是 
(3.47) 


下 面 给 出 Laplace RFE L 空间 上 的 分 布 性 质 . 

命题 3.11 B u(x) 是 R 上 的 一 个 分 布 . & Au € LR”), 则 = 
L?7(R"), KB1l<ij<n. | 

证 明 HF u 是 Schwartz 空间 上 的 分 布 , 即 ve S’(R"), 自然 它 的 任意 阶 导 数 
仍然 属于 S'(R"). 注意 到 Riesz 算 子 是 L7(1 < p < co) 上 的 有 界 算 子 , 利用 Fourier 
变换 的 性 质 , 可 推出 

O2u 

Ori07; ||» 


= ||é&&;2||, = Si ePal| = ||RiR;Aul], < ||Aul|, < oo 


命题 3.12 7 u(x) 是 R 上 的 一 个 分 布 . 若 Oju € L2,,(R"), Au € L2,(R"), 


l<j<n, Me z) © Moc(R” ), 这 里 <ij<n. 


HERH MERIKA K CC R”, 取 y(x) € Cee(R") HRE p(x)=1,zeK. 
因此 , po(z)Av € L?(R"). 注意 到 


Ou Op 


pAu = A(uy) — uAg — 2 Da Dn, Oa,’ 


由 此 推出 A(uy) € LR”). 由 命题 3.11 的 结果 可 知 


O° (pu) n 3 u 
9,2; E L*(R") => 52,05; E L*(K). 
Fr K 的 任意 性 就 得 命题 3.12 的 证 明 . 


A.4 Morrey 型 空间 与 John-Nirenberg 型 位 势 估计 


引入 位 势 估计 , 可 以 使 经 典 的 Sobolev 嵌入 定理 从 另 一 种 途径 获得 , 并 且 得 到 
进一步 的 改进 . 设 pw e (0,1), | < oo. 在 LQ) 上 定义 算 子 


(Vf)(z =j iz — y|- f(y)dy (4.1) 


容易 验证 算 子 V, Æ DQ) 到 L1(Q) 上 的 有 界线 性 算 子 (此 是 下 面 引 理 4.1 WE 
接 推论 ). 取 f(z) = 1, WHE R > 0 使 得 |Q| = |BR(z)|( 其 中 BR(z) 是 以 z 为 中 
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心 、R 为 半径 的 球 ). 直接 验证 


人 |z — y|" -dy < f jo — y HI dy = ptun R = pH, (4.2) 
Q Br(z) 


这 里 wn 表示 n 维 空间 中 单位 球面 的 面积 . 
引 理 4.1 hO0<p<ll<pq<w. & 


0 < ô = ô(p, q) = p™ 一 9 < n, (4.3) 


则 V, 是 P(Q) 到 L) 的 连续 算 子 , 且 满 足 


1 一 0 
Val < (35) aa Fe) ETO). ea 
证 明 选取 r>1 使 得 
patty (4.5) 
r q P 


选取 R > 0 使 得 |Q| = |Br(z)|. 由 此 可 见 


alin = | zy -Ddy < f iz — y| t Pay 
2 Br(z) 


R — 一 
=j ao f pt=3" p ldo = Wn (=) Riss” 
En 0 p— ô 


1-6\*° 1-6\*° 
=at (IE) e ae (IE) e ee 


上 式 就 意味 着 h(z 一 y) = |r-y H) e LN). 现在 , 修改 有 关 R” 中 卷 积 的 Young 
不 等 式 的 证 明 , 可 得 所 要 的 估计 . 事实 上 , 记 


hlf|= haK fis, (4.7) 


1 1 1 1 
人 -全 
d q P q 


因此 , 利用 Holder 不 等 式 可 见 


vis{ f re- piora { | we- va} "f [ yoOPar - 


所 以 


即 


这 里 


IV; flla < sup { fwe- ay y Ifl 
Q Q 
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1-5 1 一 0 
<(=5) wn IRI If lp: (4.8) 


注 记 4.1 (i) (4.8) 的 证 明 是 简单 的 . 事实 上 , 先 取 L 模 , 然后 将 后 面 两 项 提 


H, 剩 下 
(/ 人 h'(x 一 Wf (Payas) 


交换 积分 次 序 , EBA h'(x- y) 的 相应 积分 项 即 得 . 

(ii) 在 引 理 4.1 中 , 假设 p> 1 和 56 <p, WV, BM LQ) 到 LN) 连续 映射 ， 
即 IVAI < 中 flls. 证 明 需 要 Hardy-Littlewood-Sobolev 不 等 式 . 

(iii) 特别 , 4 p > u`! 时 , WV 是 从 LO) 到 Lo) 连续 映射 

对 于 p= u! 的 情形 , 有 如 下 引 理 : 

引 理 4.2 若 1 和 <p< o, jz) E PO) E g= Vif, WHER nt p 
的 常数 C 和 C2 使 得 


P „P. 
[er (aim) “< 0 -a 69) 
证 明 ”对 任意 g > p, 利用 引 理 4.1 就 得 到 
lglla < 7t Ewn FIAI 


换言之 
| lledz < qt Fu" OIFIS. (4.10) 


因此 , X} q 2 p-1 (pq 2 p), A 
J gjzaaz < p’q(wap'all FIE). (4.11) 


从 而 ， uy gq 二 上 之 No, 直接 证 明 


[> > a) ‘ar < pial (4) a No=[p. (4.12) 


现 假设 C? > ewnp', 此 时 右边 的 级 数 收 敛 . 利用 单调 收敛 定理 与 


1_1i 
lulla < [Ol? s llulla u € LQ), pa, 


就 得 到 引 理 4.2 的 证 明 . 
引 理 4.3 ” 设 wz) e WI (0). W 
u(x) 2S — f (z: OY ay, ren. (4.13) 
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WAA u(x) € cil) 并 且 在 9 外 的 延 拓 是 0. 则 对 任意 满足 |w| = 1 的 w, 
=- | ~ Dru(z + rw)dr. (4.14) 

KF w 积分 , 得 
u(z) = -— J ~ 人 D,u(x + rw)drdw = >f (t= yi) Dily) (4.15) 


-jezy 


由 CE) 稠 于 Wi' (0), 就 得 (4.13). 
对 于 u(x) € C2(Q), 由 分 部 积分 公式 和 (4.13) 容易 推出 


ulz) = | P(e- y)Auay. 
对 于 u(x) e WE (2), 由 (4.13) 就 得 


1 
lul < — V1 |Dul. (4.16) 
NW, ” 


此 式 与 引 理 4.1 结合 , 就 得 到 如 下 嵌入 关系 : 


1 
WEP (N) > LN), 1- - > -5 


1 
zT (4.17) 
X p=n 时 , 作为 引 理 4.2 与 (4.16) 的 直接 结论 , 有 如 下 较 强 的 结果 . 

命题 4.4 ulr) e Wia). 则 存在 仅 依赖 于 n 与 p 的 常数 Cl 和 Cs 使 得 


[ exp (Er) ”dz < C2|Q]. (4.18) 
tid 4.2 ”估计 (4.16) 可 以 推广 到 高 阶 弱 导数 的 情形 . 具体 来 说 , 有 


[ul 


1 
< 一 V: |D*ul. 4.19 
Rm sl "l (4.19) 


上 式 与 引 理 4.2 结合 , RAW PRARA: 
命题 4.5 n= kp, u(x) e WEP). 则 存在 仅 依赖 于 nn 与 p 的 常数 CL 和 
Co 使 得 
[ex exp (asta) i dz < C4|Q|. (4.20) 
“4 p >n 时 的 Sobolev RA H, 亦 可 以 通过 下 面 的 引 理 加 强 . 
S246 20 是 凸 的 且 usr) e Wi (Q). W 


d” an: 
lulz) — ual < -oe f le — yl "Du(y)ldy, (4.21) 
n|Q| Q 
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其 中 


1 
ug = i |v d 为 2 的 直径 . (4.22) 
证 明 MNT u(x) e CHO) 来 证 明 (4.22). 对 任意 的 x,y €N, 
|z—y| y—= 
u(x) — u(y) = -| Dru(T+rw)dr, w= iy z] (4.23) 


REN ERT y RA, 就 得 


|z—y| 
IQ| (u(x) — un) = — f ay f D,u(z + rw)dr. (4.24) 
记 
Vz) = | |D-u(z)|, «EQ, (4.25) 
0, reéQ 
直接 验证 , 有 
lulz) — ug! <j ald dy [ V(x +rw)dr 


oo d 
<a / f f V(x + rw)p” "dpdwdr 
[Q| 0 |w|=1 J0 


ah 
<—— V (z + rw)dwdr 
nil Jo Joa 

zf _ 
<—— | |x —-y|—”|D,u(y)|dy. 
a J- ult" Deu) 


WH 4.7 BW u(x) eW?) p> n. W ul) € O11), HP y=1- 7 且 对 
TEBE Br, i 
OsconBru < CR||Dullp, C =C(n,p). (4.26) 


证 了 明 WH (4.21) Ñ Q = B, q = œ, p= n! 时 的 引 理 4.1 结合 起 来 , 就 得 到 
ju—upl <C(n,p)R||Dullp), ae. cEQNB. (4.27) 


于 是 , 根据 


ju(x) — u(y)| <|u(x) — wal + u(y) — us| 
<2C(n, p)R™||Dul|p, ae cEQNB, (4.28) 


就 得 命题 4.7. 
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eH Wy’? 一 CPO), p >n, 就 得 到 
lulo, < C[1 + diam(Q)”]||Dul|>. (4.29) 
于 是 , 命题 4.4、 命 题 4.7 及 经 典 的 Sobolev RACHA SEA 


WEP) => L, yp <n, 
Wo” (9) => L?(Q), p=n, ọ=exp(|t|7"")-—1, 
WI?(Q) + C1), -y=1-=, pon, 


这 里 LY(Q) 表示 Orlicz 空间 . 
命题 4.8 (Poincaré 不 等 式 ) (1) W u(x) € WI” 了 (0),1<p<o0. 则 


1 
1 n 
lullo < (过 ol Dul (4.30) 


(2) 对 u(x) e WP (Q) ARR 9, 有 
1 一 六 
|u — ugllp < (=) d”||Dul|p, d= diam(Q). (4.31) 


注 记 4.3 (4.30) 可 由 引 理 4.1 与 引 理 4.3 获得 , (431) 则 可 由 引 理 4.1 与 引 
理 4.6 来 证 明 . 
定义 4.1 Wl<p<o, FK f(z) e MQ), 如 果 存 在 常数 K, 使 得 对 所 有 的 
球 BR, 都 有 | 
| [fldz < KR”), (4.32) 
NNBR 


把 满足 上 式 中 K 的 下 确 界 取 为 范 数 | lma, 妈 
lfl») = sup RC f ,lle (4.33) 
易 见 
LI?(0) c MPQ), LQ) = MUY, L°(2) = MO). 


我 们 不 打算 研究 V, 在 所 有 M?(Q) 上 的 性 质 , NER p > u 的 情形 . 
Hh 4.9 W f(z) € MPQ), =p < pu. Wl 

1-6 

/一 0 

证 明 在 9 之 外 延 拓 为 0, 并 记 


=f, Wadley 


IVa f| S (diamm)" || fll yecay, ae TEN. (4.34) 
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于 是 


Vf| < f pre) fy)ldy (p= |e — yl) 
d 

< f prPe'(p)dp (d= diam) 
0 


d 
=a" Yy(d) + n(1 — u) | or-D-luolpjdp 
0 


<a OK, (4.35) 


这 里 用 到 Morrey 空间 定义 中 的 (4.32). 作为 引 理 4.6 与 命题 4.9 的 直接 结果 , 有 如 
下 推广 的 结果 : 

命题 4.10” 设 u(rz) WNO) 并 假设 存在 正常 数 K, a (a < 1) 使 得 对 所 有 
的 球 Br C Q 满足 


J |Duldz < KR" to. (4.36) 
Br 
则 u(x) € CQ) 且 对 任意 的 BR ch, 有 

Oscg,u < CK R®, (4.37) 


其 中 C = C(n,a). 如 果 对 于 某 个 区 域 9 CR, Q= QNR? = {z € Q|zn > 0} 以 
及 (4.36) 对 所 有 的 球 Br C O RIL, 那么 ve Coe(Gngol) 并 且 (4.37) 对 所 有 的 球 
Br C RX. 

作为 命题 4.9 的 进一步 推论 , 有 | 

命题 4.11 设 f(r) e MQ) (p>1),9=V,f, w= 5 则 存在 仅 依 赖 于 ”和 
p 的 常数 C 和 Cs 使 得 


9 . 

一 一- |dr< Q)”, 4.38 
f ep (aig) C2(diamQ) (4.38) 

其 中 K = ||f\l areca). 

证 明 ”对 任意 g 31, 记 

ja -yD = Jæ — y| YF |p — yr ated (4.39) 

由 Holder 不 等 式 , 有 
lo()| < (Ve lf)" (Vape lf)". (4.40) 

由 命题 4.9, 得 

Vrslfl < (=H as K <(p—1)qd77K, d= diamQ. (4.41) 


u 
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由 引 理 4.1 就 得 


1 一 革 


| Ve|fldz < pqwn, "IN|: || fl], < pqur Kd Orta), (4.42) 
Q q 


上 |g dz < p(p — 1)wngtd" K" < p'un{(p— 1K} d", p= = (4.43) 


从 而 
| S eae < hand? > pot O m” Onan (p—1)je< C 
2 m=0 ml!(C1K)™ “be m=0 Cı m! SA P j 


& N 一 oo, 就 得 命题 4.11 的 证 明 . 
由 引 理 4.6 与 命题 4.11, 可 以 推 得 : 
命题 4.12 ” 设 v(z) e WQ), O 是 光滑 的 凸 区 域 且 存 在 常数 K, 使 得 对 所 
有 的 球 BR 满足 
f o |Duldz < 天 Rn (4.44) 


则 存在 常数 jo 和 C 使 得 
H . n 
[ex (Zl — uol dr < C(diamQ)”, (4.45) 


其 中 u= pi|Q|(diamQ)-”. 


A.5 Sobolev 嵌入 定理 在 PDEs 中 的 应 用 举例 


最 后 给 出 一 个 例子 , 说 明 Sobolev HRAZEHEZE PDEs 中 的 简单 应 用 ， 本 质 上 ， 
Sobolev KA Æ PDEs 的 研究 中 应 用 无 处 不 在 ， 它 贯 穿 在 整个 偏 微分 方程 的 研 
究 中 . 

命题 5.1 设 n>3,M 是 R" 上 紧 致 的 C”% 流 形 , u(z) e HHM) 是 椭圆 方程 


—Au = f(z,u) (5.1) 
的 弱 解 . 47 f(r, u) € CR” x R) 满足 
Fw < C+ lu), 0<8<—, (5.2) 


MW u(x) € C”(M). 
证 明 思 路 ”采用 L 估计 、Ce 估计 及 Boot-Strapping 技术 来 证 明 . 
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BOW. + 86+1<p<2*, AF u(x) e H'(M), 由 Sobolev RATH, 得 
u(x) € L?(M). 此 意味 着 


f(u) € LF (M). (5.3) 
进而 , 利用 Z2 理论, 得 . 
u € wre (M). (5.4) 


第 1 步 . 由 (5.4) 及 Sobolev KA TH, 


1 1 
u(z)€L"(M), a>, 4-6 


2 
B+1’ q p on (5.5) 
这 意味 着 
flu) © L (M). (5.6) 
进而 , 利用 LP? 理论 , 得 
u € WF (M). (5.7) 
第 2 步 . 由 (5.7) 及 Sobolev RA EH, 
2 qı 1 _ +1 2 l 
u(z) E L?(M), QÈ Bal u a 一， (5.8) 
这 意味 着 
f(u) € L (M). (5.9) 
进而 , 利用 L? 理论 , 得 
u € WPF (M). (5.10) 
如 此 下 来 , 记 go = 6 +2, 则 有 如 下 递 推 关 系 
1 1 
go B+? 
i_6+1 2 
dl d0 n 
工 _&+l_ 2 
q2 7 qı n 
ł_ +1 2 
qj E qj-1 n’ 
Bp 


工 _ i{_1 2 ecb) 
= = (8-+1) (aa ty) (5.11) 
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TH 2 B(n—2)-4 
第 m 步 . 注意 到 2 - 元 < 0, 由 (5.12) TIL, 总 存在 自然 数 m, 使 得 
2-—->0, 2- <0. (5.13) 
dm Qm-1 


由 Sobolev 嵌入 定理 及 前 面 的 证 明 方法 , 得 到 
u € W2I™(M)oC#(M), pêÊ2-— z>? 0. (5.14) 
因此 , 由 f(w) 的 光滑 性 假设 推 知 
f(u) € Cr(M). (5.15) 


最 后 , 利用 Ce 理论 , 推 得 ul) € CHM). 注意 到 f(z,u) € C”(R” x R) 
就 得 f(z, ulz) € CHM). ERAH Ce 理论 , 推 得 u(x) € C*#(M). 注意 到 
f(x,u) € C®(R” x R) 就 得 f(z, u(z)) € C44(M). 再 次 利用 Co 理论 知 


u(x) € C°#(M), 


如 此 下 去 , 可 推 得 u(x) e C”(M). 
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